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Comportement élastoplastique standard isotrope 
de Von Mises, écrouissage isotrope et cinématique
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Comportement élastoplastique standard isotrope 
de Von Mises, parfaitement plastique
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Devoir d’élastoplasticité HPP
Réservoir sphérique sous pression

a

b

( )tPP =int

0=extP

( )tPP =int

Dans la première partie du problème le chargement 

est croissant

( )tPP =int

A la dernière question (question 15) le chargement 

est décroissant



MPM
Alain Ehrlacher

2017-2018
Séance 8 26/11/2017 4/46

Réservoir sphérique sous pression
On rappelle l’écriture du gradient du champ de déplacement 
en coordonnées sphériques :
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Réservoir sphérique sous pression
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On rappelle l’écriture de la divergence du champ de contrainte
en coordonnées sphériques :
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Réservoir sphérique sous pression

, 

Simplifications dans ces équations dues à la symétrie sphérique

Question 1 :
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Réservoir sphérique sous pression
Symétrie sphérique :
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Réservoir sphérique sous pression
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Réservoir sphérique sous pression

, 

Symétrie sphérique :
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On vous rappelle les relations de comportement en élasticité linéaire HPP

( )µλ 233 +=K

Réservoir sphérique sous pression

( ) εµελσ 2+= Itr

( ) ( )εσ Ktrtr 3= es µ2=
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Que deviennent ces équations en symétrie sphérique?

Question 2 :

(Relations entre        et       )σ ξ

On fait l’hypothèse que dans la première phase de comportement l’ensemble 
des particules a un comportement élastique
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Elasticité linéaire HPP
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Réservoir sphérique sous pression
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Réservoir sphérique sous pression

Question 3 :

Nous supposons qu’il n’y a pas de forces de volume.
En utilisant l’équation d’équilibre (Question 1) et les équations de comportement
élastique (Question 2) établir une équation différentielle qui porte sur rξ
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Elasticité linéaire HPP

Réservoir sphérique sous pression
Symétrie sphérique :
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Réservoir sphérique sous pression

Question 4 :

Trouvez deux solutions simples évidentes de cette équation différentielle linéaire, 
puis en déduire la forme générale de la solution rξ
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Réservoir sphérique sous pression
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L’équation est homogène, on cherche les solutions sous la forme νr
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Réservoir sphérique sous pression

Question 5 :

A l’aide des conditions aux limites, déterminer la solution pendant la phase élastique 

(Champs                 ,             ,             en fonction de                      ) ( )rrξ ( )rrrσ ( )rθθσ rbaP ,,,
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Elasticité linéaire HPP

Réservoir sphérique sous pression
Symétrie sphérique :
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Solution en élasticité
Le déplacement vaut :
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Réservoir sphérique sous pression
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Réservoir sphérique sous pression

Question 6 :

Nous supposons maintenant que le matériau est élastique parfaitement plastique 
et obéit au critère de Von Mises. 

Rsseq ==Σ :
2
3

Déterminer pour quelle pression interne       , fonction de       
le matériau commence à plastifier   

eP Rba ,,
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Réservoir sphérique sous pression
1/ Pression de première plastification

La trace de la contrainte vaut : ( )
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Réservoir sphérique sous pression
1/ Pression de première plastification

Elle est maximale en ar = et vaut : 33

3

max 2
3

ab
Pb

eq −
=Σ

La plasticité va donc apparaître en ar = pour une pression eP

telle que :

R
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Réservoir sphérique sous pression

Question 7 :

On note            la pression correspondante. ( )cP

Comme la plastification intervient en premier lieu en           nous supposerons,
qu’ensuite, en augmentant le chargement, une zone plastique se développe à

l’intérieur de la sphère  pour 

ar =

[ ] bccar ≤∈ ,,

En utilisant le critère de plasticité, déterminer l’expression de
en fonction de           dans la zone plastique   R

( )θθσσ −rr

[ ] bccar ≤∈ ,,

Ensuite à l’aide de l’équation d’équilibre en symétrie sphérique, déterminer
dans la zone plastique en fonction de

rrσ
( )cPetRra ,,

Déterminer          dans la zone plastique en fonction deθθσ ( )cPetRra ,,



MPM
Alain Ehrlacher

2017-2018
Séance 8 26/11/2017 23/46

Réservoir sphérique sous pression
Forme de la solution dans les zones plastique
zone plastique                     (hypothèse) cra <≤

En coordonnées sphériques l’équilibre s’écrit :

, 

Notons ( )cP la pression interne entraînant le développement
cra <≤de la zone plastique pour 

( ) 022
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
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3
2

La contrainte équivalente vaut : 

( )θθθθ σσσσ −−=−==Σ rrrreq ss :
2
3

( )1
3 rrsθθ θθσ σ= − −
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Réservoir sphérique sous pression

Dans la zone plastique

( ) Rrreq =−−=Σ θθσσ
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r
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r
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L’équation d’équilibre                                                        s’écrit alors :( ) 022
=



 −

+
∂

∂
= r

rrrr e
rr

div θθσσσσ
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Réservoir sphérique sous pression

Question 8 :

Par hypothèse la zone élastique est donnée par brc ≤<

Notons                             la valeur  de         déduite du calcul 
dans la zone plastique en fonction de 

( ) ( )ccP rrσ−=2 rrσ
( )cPetRca ,,

En adaptant les résultats de la question 5 donner l’expression des champs  
dans la zone élastique en fonction de   ( ) rbccP ,,,2( )rrξ ( )rrrσ ( )rθθσ
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Réservoir sphérique sous pression
La solution trouvée dans la question 5 est 

Le déplacement dans la zone élastique                   vaut donc :brc ≤<

( ) ( ) ( )cP
a
cRLogccP rr +






−=−= 22 σ

( )








+

−
= 2

3

33

3
2

43 r
b

K
r

cb
ccP

r µ
ξ

( )








−

−
= 3

3

33

3
2 1

r
b

cb
ccP

rrσ
( )









+

−
== 3

3

33

3
2

2
1

r
b

cb
ccP

ϕϕθθ σσ

Les composantes du champ de contrainte valent
(solution en élasticité pour le « réservoir sphérique » ):brc ≤<









+

−
= 2

3

33

3

43 r
b

K
r

ab
Pa

r µ
ξ 01 3

3

33

3

≤







−

−
=

r
b

ab
Pa

rrσ 0
2

1 3

3

33

3

≥







+

−
==

r
b

ab
Pa

ϕϕθθ σσ

La « pression » à la frontière de la zone élastique              est cr =
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Réservoir sphérique sous pression

Question 9 :

Pour cela nous allons supposer que la zone plastique est croissante avec P

Alors, du coté de la zone élastique, en             , le critère de plasticité est atteint. += cr
Req =Σ

Nous voulons déterminer ( )cP

A l’aide de l’hypothèse ci-dessus, exprimer              à l’aide de  ( )cP Retcba ,,

Vérifier la cohérence avec   ( ) ePaP =

En déduire le champ de contrainte dans la zone plastique en fonction de retRcb ,,
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Réservoir sphérique sous pression
Ecrivons que ( ) Rrreq =−−=Σ θθσσ en += cr

( ) Rb
cb
cP

=







− 2

3 3

33
2

En remplaçant ( ) ( )cP
a
cRLogcP +






−= 22

et après calculs il vient :

( ) ( )














+

−
=

a
cLog

b
cbRcP 3

33

3
2

Notons que lorsque c=a, 

( ) 3

33

3
2

b
abRPaP e

−
==

(hypothèse zone plastique croissante)

( )








−

−
= 3

3

33

3
2 1

r
b

cb
ccP

rrσ
( )









+

−
== 3

3

33

3
2

2
1

r
b

cb
ccP

ϕϕθθ σσ
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Réservoir sphérique sous pression

Le champ de contrainte dans la zone plastique a pour composantes :

( ) 















−−






=−






= 3

3

1
3
122

b
c

c
rLogRcP

a
rRLogrrσ

















++






=+= 3

3

2
1

3
12

b
c

c
rLogRR rrσσθθ

( ) 















+






= 3

3

32
b
c

c
rLogRtr σ
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Réservoir sphérique sous pression

Question 10 :
Déterminer la pression critique           à laquelle la sphère est détruite 
par écoulement plastique en fonction de Retba,

cP
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Réservoir sphérique sous pression
Détermination de cP

La pression critique est atteinte lorsque l’ensemble de la sphère plastifie

( )bc =















=

a
bLogRPc 2

A cette pression la sphère est détruite.

( ) ( )














+

−
=

a
cLog

b
cbRcP 3

33

3
2
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Réservoir sphérique sous pression

Question 11 :

Nous voulons déterminer le champ de déplacement dans la zone plastique. 

En étudiant à déterminez une équation différentielle 
qui porte sur               dans la zone plastique et intégrez cette équation.

( )εtr
( )rrξ

Exprimez             en fonction de                         et d’une 
constante d’intégration indéterminée à ce stade du problème 

rRcbK ,,,,( )rrξ
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Réservoir sphérique sous pression
Détermination du champ de déplacement dans la zone plastique
Coordonnées sphériques :
En tenant compte de la symétrie de révolution
(champs ne dépendant que de r, 0== ϕθ ξξ ), il vient :

( )






















∂
∂

==

r

r

r
grad

r

r

r

ξ

ξ

ξ

εξ

00

00

00
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Réservoir sphérique sous pression
Dans la zone plastique, 

plel εεε += σε :Sel = ou 
elR εσ :=

en particulier ( ) ( ) ( )eltrKtr εσ 3=

R
spl λε

2
3

=& en particulier ( ) 0=pltr ε

On en déduit :

( ) ( )








+






==+

∂
∂

= 3

3

3
3
2

3
2

b
c

c
rLog

K
R

K
tr

rr
tr rr σξξε

On en déduit :

Cste
b
cr

c
rLogr

K
Rr r +
















−−






= 3

33
32 1

33
2ξ
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Réservoir sphérique sous pression
Soit :

23

3

1
33

2
r

Cste
b
cr

c
rrLog

K
R

r +















−−






=ξ
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Réservoir sphérique sous pression

Question 12 :

Nous voulons déterminer le champ de déplacement dans la zone plastique. 

La constante peut être déterminée par continuité du champ 
de déplacement en cr =

Après avoir exprimé le déplacement radial en
calculer la constante d’intégration qui permet la détermination 
du champ de déplacement dans la partie plastique.

+= cr
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Réservoir sphérique sous pression

23

3

1
33

2
r

Cste
b
cr

c
rrLog

K
R

r +















−−






=ξ

La constante peut être déterminée par continuité du champ 
de déplacement en cr =

qui vaut d’après la solution dans la partie élastique :

( ) 







+=+
















−−= 2

3

3

3

23

3

433
21

33
2

c
b

K
c

b
Rc

c
Cste

b
cc

K
Rcr µ

ξ

soit :









+=

µ4
1

3
1

3
2 3

K
RcCste
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Réservoir sphérique sous pression

Question 13 :

Déterminer  p(r) la déformation plastique cumulée si
en fonction de 

cra <≤
retRcK ,,, µ
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Réservoir sphérique sous pression
Le champ de déformation totale dans la zone plastique vaut :



























+















−−








+















−−








−















−−+








=

33

3

33

3

33

3

1
3
1

3
200

01
3
1

3
20

0021
3
11

3
2

r
Cste

b
c

c
rLog

K
R

r
Cste

b
c

c
rLog

K
R

r
Cste

b
c

c
rLog

K
R

ε

Notons e le déviateur de ε























+−

+−

−

=

3

3

3

9
200

0
9
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9
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r
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K
R

r
Cste

K
R

r
Cste

K
R
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Réservoir sphérique sous pression





















−

==

3
00

0
3

0

00
3
2

2
1

2
1

R

R

R

seel

µµ

On en déduit 

























+−−

+−−

−+

=

3

3

3
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200

0
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4

r
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K
R

r
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K
R

r
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K
R
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µ

µ
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





















−

−







−








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





















−

−







−+=

2
100

0
2
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001
1

4
1

3
1

3
4

2
100

0
2
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001
2
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4

3

3

3 r
c

K
R

r
CsteR

K
Re pl

µµ









+=

µ4
1

3
1

3
2 3

K
RcCste

Réservoir sphérique sous pression


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
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R
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e plpl &&

Ainsi p(r) la déformation plastique cumulée vaut :
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Réservoir sphérique sous pression

Question 14 :

Déterminer une relation paramétrique « variation de volume-pression »
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Réservoir sphérique sous pression
Détermination de la relation variation de volume-pression









++
















−−






=

µ
ξ

4
1

3
1

3
21

33
2

2

3

3

3
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Rc

b
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c
rrLog

K
R

r

La variation de volume du réservoir vaut (hypothèse HPP):

( ) ( )



















++
















−−






==

µ
πξπ

4
1

3
1

3
21

33
244 2

3

3

3
22

Ka
Rc

b
ca

c
aaLog

K
RaaacV r

Rappelons l’expression de ( )cP

( ) ( )














+

−
=

a
cLog

b
cbRcP 3

33

3
2

On obtient ainsi une expression paramétrique de V en fonction de P

Dans la zone plastique
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Réservoir sphérique sous pression
Question 15 :

Déterminer la variation de pression à la décharge entraînant une replastification.
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Réservoir sphérique sous pression
Détermination de la variation de pression à la décharge entraînant une replastification.

Si la décharge est élastique, le champ de contrainte est celui obtenu pour la charge
maximale 1P
auquel on ajoute le champ de contrainte de la solution élastique pour la pression P∆

On voit alors facilement que la replastification aura lieu en ar = pour 

3

33

3
42

b
abRPP e

−
==∆

En effet le déviateur des contraintes en ar = vaut alors :
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