A retenir

Comportement élastoplastique standard isotrope

de Von Mises, écrouissaqge isotrope et cinématique
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A retenir |Comportement élastoplastigue standard isotrope
de Von Mises, parfaitement plastiqgue

e=a+5| |4 tr(:) +—o" Variables d’état: (gp)
ler cas
3 72
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Devoir d’élastoplasticite HPP
Reéservoir sphérigue sous pression

P, =0

ext

Dans la premiere partie du probleme le chargement

0
. P.= P(t) est croissant

A la derniere question (question 15) le chargement

P.= P(t) est décroissant
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Reéservoir spherigue sous pression
On rappelle I’écriture du gradient du champ de déeplacement
en coordonneées spheériques :

E=E(rp.0k,(0.0)+&,(r,0,0,(0.0)+&,(r,0,0),(0,0)

o, 1lo& . 1 1 98¢
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Reéservoir spherigue sous pression

On rappelle I’écriture de la divergence du champ de contrainte
en coordonnées spheriques :

o, (r.p.0) o,(re0) o,re0)
O-w (r’ (0’ 9) O-¢¢(r’ (0’ 9) O-¢¢9(r’ (0’ 9)
O're(r1 P, ‘9) O'¢¢9(r1 P, ‘9) O'ee(r1 P, ‘9)_
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Reéservoir spherigue sous pression

Question 1 :

Simplifications dans ces equations dues a la symétrie sphéerigue

2017-2018 - MPM
Séance 8 26/11/2017 Alain Ehrlacher 6/46



Reéservoir spherigue sous pression

Symetrie sphérique :
$=¢6(rp. 0 (0.0)+&,(r0.0k,(0,0)+£,(r,0.08,(0,0) £=¢(rke(0.0)

o5 or ] Y tos
o rlop 7] sing 00 ~°
o, 1log, | 1] 1 &,
rad(&)=| — =|—2+ ———2 £, cot
i @) or r| op 68 Llnqp Bl w0 4
0%y 195, 11 1 95
—=2¢ +& cotp+
| or r op Llnqp oo 5 COLO+ & |
8§I’ 0 0
or
grad(§)= 0 o 0
— r
0O O or
- r_
MPM

2017-2018 .
Séance 8 26/11/2017 Alain Ehrlacher 7/46



Reéservoir spherigue sous pression

Symetrie sphérique :

0

O'aa(r)
0

0
0
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Reéservoir spherigue sous pression
Symetrie sphérique :

£=¢ (ke 0)

(S
Il
o
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—_
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~
o
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% o9 o
or
S
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Reéservoir spherigue sous pression

On fait I’hypothese que dans la premiere phase de comportement I’ensemble
des particules a un comportement élastique

On vous rappelle les relations de comportement en élasticité linéaire HPP

g:/ﬁr@i+2y§ g:UTg)L+§ ﬁ:tr—u _|_e
tr&): 3Ktr@) S=2ug (3K =31+2u)
Question 2 :

Que deviennent ces equations en symetrie sphérique?

(Relations entre & et ¢ )
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Reéservoir spherigue sous pression

Elasticité linéaire HPP

trio
o — /%tlﬂ(gi)lz‘F 2:/152 gz::: ___55:;):L:4_£2 gz i;z):l: Sz
tro)=3Kir(e) s=2ue (3K =31+2u)
Symeétrie sphérique : B -
o) 0 0 3 00
o= 0 Gaa(r) 0 §=(Grr 0-09) _% 0 (O‘ +20‘€€) 3K(a§r+2§r)
0 0 ol . o T
i 0 0 -=
_595 _ ) i ) 3
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i_ 0 T 0 (8§r _§ ) 0 _E 0 (O-rr 0-6«9)_ /u( or rj
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Reéservoir spherigue sous pression

Question 3 :

Nous supposons qu’il n’y a pas de forces de volume.
En utilisant I’équation d’équilibre (Question 1) et les équations de comportement
élastique (Question 2) établir une équation différentielle qui porte sur &,
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Reéservoir spherigue sous pression

Elasticité linéaire HPP ~ Symeétrie spheérique :

0
(arr+2%)=3l<(5§rr +2§rrj (Grr—%)=2ﬂ( ;:r —%j

o, = K 8§r +92 é:r 4 4/,1 8§r . é:r le(g)I aO-rr 4 2O-rr _20-00 gr :Q
or r 3 \or r = or r

K5(5§r+2§rj+4ﬂ{5(5§r_§r)+§(5§r_§ﬂ:0
or\or r) 3|orlor r) rlior r
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Reéservoir spherigue sous pression

Question 4 :

Trouvez deux solutions simples évidentes de cette equation différentielle linéaire,
puis en déduire la forme générale de la solution &,
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Reéservoir spherigue sous pression

K@(@§r+2§rj+4#{@(%_éjﬁ(%_éﬂzQ
or\or r) 3|or\lor r ) r\or r

L’équation est homogene, on cherche les solutions sous la forme "

1
Solutions évidentes E.o=1r E, = —
r
E =ar+ ﬁz
r
MPM
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Reéservoir spherigue sous pression

Question 5 :

A I’aide des conditions aux limites, déterminer la solution pendant la phase élastique

(Champs &, (r),arr(r),aeg(l’)en fonctionde P,a,b,r )
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Reéservoir spherigue sous pression

Elasticité linéaire HPP ~ Symeétrie spheérique :

e()=ar+ 2| 5 (1)= K(aa +2§rj+4ﬂ(5§r _aj

r or r
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Reéservoir spherigue sous pression

Solution en élasticité
Le déplacement vaut :

Pa’ r b?
Sr = 3 3 T 2
b®—a’{ 3K 4ur

(3K =34+2u)

Les composantes du champ de contrainte valent :

T p*-a’ r

Pa’ b’
O yy :C7¢¢ = b3_a3 (14‘@}20

3 3
oy =i (1—b—3jso
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Reéservoir spherigue sous pression

Nous supposons maintenant que le matériau est élastigue parfaitement plastique
et obéit au critere de Von Mises.

Zeqzw/és:s:R
2: =

Question 6 :

Déterminer pour quelle pression interne P, , fonction de a,b,R
le matériau commence a plastifier
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Reéservoir spherigue sous pression
1/ Pression de premiere plastification

Pa’ b® R LN

O-rr:b3_a3 (1_FJSO J«%’_J¢¢_b3_a3 1+ 2r3 _O
3
La trace de la contrainte vaut : tr(g) — Pa
3 b’-a’
Le déviateur des contraintes a pour composantes :

Pa® ( b? Pa’ [ b’

Srr: 3 3| .3 SHH:S(MD: 3 3 3
b° —a r b°—a’\ 2r
o, Pa’ b’
La contrainte equivalente vaut : X = 1/Es 'S _3 - 4 - b3 >0
2= = 2b’-a’r
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Reéservoir spherigue sous pression
1/ Pression de premiere plastification

3 Pb’

Elle est maximaleen r=a etvaut: 2 e max :§b3 3
—a

La plasticité va donc apparaitre en r =a pour une pression P,

telle que : Zeqmax = R
3 P’
Eb"’—a"’:R
3
soit: p _plb-a
i 3 b’
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Reéservoir spherigue sous pression

Comme la plastification intervient en premier lieu en I =a nous supposerons,
gu’ensuite, en augmentant le chargement, une zone plastique se développe a
I"intérieur de la sphére pour r €la,c], c<b

On note P(C) la pression correspondante.

Question 7 :

En utilisant le critere de plasticité, déterminer I’expression de (O'rr - 0'.99)
en fonctionde R dans la zone plastique r e [a, C], c<bhb

Ensuite a I’aide de I’equation d’équilibre en symétrie spherique, déterminer o,
dans la zone plastique en fonctionde a,r, R et P(C)

Déterminer o, dans la zone plastique en fonction de a, r, R et P(c)
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Reéservoir spherigue sous pression
Forme de la solution dans les zones plastigue

zone plastiqgue a < r < c¢ (hypothese)

Notons P(c) la pression interne entrainant le developpement
de la zone plastique pour a<r<c

En coordonnées sphériques I’équilibre s’écrit :

dIVL) {60‘ 20'rr —20,, }Qr _0

I

Les composantes du déviateur des contraintes sont :

2 1
Sy =§(O'rr _O-HH) Sop = _g(o-rr B 0-9‘9)

La contrainte equivalente vaut :
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Reéservoir spherigue sous pression

Dans la zone plastique

Zeq = _(O-rr _O-HH): R

rr_|_

L’équation d’équilibre div@_f P~ ,

{60'” B ZR} 0

0 20, —2
):[ o el O-Hg}gr=9 s’écrit alors :

or r

On en déduit les composantes du champ de contrainte dans la zone plastique :
I
o, =2RLog| — |- P(c)
d
I
c,=R+0, =R+ 2RLog(—j —P(c)
d
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Reéservoir spherigue sous pression

Par hypothese la zone élastique est donnée par c <r <b

Notons P,(c)=-o,(c) lavaleur de o déduite du calcul
dans la zone plastique en fonction de a,c, R et P(c)

Question 8 :

En adaptant les résultats de la question 5 donner I’expression des champs
g, (r) O'rr(l') GHQ(I’) dans la zone élastique en fonction de P, (C), c,b,r
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Reéservoir sphériclue SOus pression
La solution trouvée dans la question 5 est

Pa® r b’ Pa’ b’ Pa’ b’
o = b®-a® [BK " 4yr2j MRS [1_Fjgo O = o T3 g8 [1+ 2r3j20
La « pression » a la frontiere de la zone élastique r=c est
C
P,(c)=-0o,(c)=-2RLog (—j +P(c)
a

Le déplacement dans la zone élastique ¢ < r < b vaut donc :
3 3
: st(c)c:3 r b 2
b°—c’ \ 3K 4ur

Les composantes du champ de contrainte valent
(solution en élasticité pour le « réservoir sphérique »c <r <b ):

3 3
o = P,(c)c? (1_b_3j Cpp =0y = Py(c)e (1+b—j

"o 3 p*-c® | 2r

I
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Reéservoir spherigue sous pression

Nous voulons déterminer P(c)
Pour cela nous allons supposer gque la zone plastique est croissante avec P

Alors, du coté de la zone élastique, en I =C", le critére de plasticité est atteint.
Zeq =R

Question 9 :
A I’aide de I’hypothese ci-dessus, exprimer P(C) al'aidede a,b,cetR

Vérifier la cohérence avec P(a)= P,

En déduire le champ de contrainte dans la zone plastique en fonctionde b,C,Retr
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Reéservoir spherigue sous pression
Ecrivons que 2 = —(cf” — 0,99)= R en r=c’
(hypothese zone plastique croissante)

En remplacant  P,(c)=-2RLog (Ej +P(c)
a
et apres calculs il vient :

P(c)= ZR{(b;;st Log Gﬂ
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2b®-a’
P(a)=P, =R=
(a) e 3 b3




Reéservoir spherigue sous pression

Le champ de contrainte dans la zone plastique a pour composantes :

ol 2
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Reéservoir spherigue sous pression

Question 10 :

Déterminer la pression critique P. a laguelle la sphere est détruite
par écoulement plastique en fonction de a,b et R
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Reéservoir spherigue sous pression

Détermination de P.

P(c)= 2R{(b;;f3)+ Log(cﬂ

a
La pression critique est atteinte lorsque I’ensemble de la sphere plastifie

(c=b)

ol

A cette pression la sphere est détruite.
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Reéservoir spherigue sous pression

Nous voulons déterminer le champ de déplacement dans la zone plastique.

Question 11 :

En étudianta tr g) déterminez une équation différentielle
qui porte sur &, (r dans la zone plastique et intégrez cette équation.

Exprimez & (r) en fonctionde K,b,C, R, r etd’une
constante d’intéegration indéterminée a ce stade du probleme
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Reéservoir spherigue sous pression

Détermination du champ de déplacement dans la zone plastigue

Coordonnees spheriques : , _
En tenant compte de la symétrie de revolution

(champs ne dépendant que der, &, =&, =0), Il vient :

TR
or
grad@zﬁz 0 % 0
0 O or
L r —
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Reéservoir spherigue sous pression
Dans la zone plastique,

| .
e=e"+e” &£ =SS0 o, o=

= (3K er(e)

IIII:U

'C I

en particulier

&P =§,1§ en particulier (:):
— 2 R
On en déduit :
ot 2¢& tl’(() ( c8
tr — L+ r 4
(é) o r 3K Log c) bl
On en déduit :
3 3
r's, = Ry Log(r)_r_ 1—C— +Cste
3K 3 b
2017-2018 MPM
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Reéservoir spherigue sous pression

Soit ;
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Reéservoir spherigue sous pression

Nous voulons déterminer le champ de déplacement dans la zone plastique.

Question 12 :

La constante peut étre déterminée par continuité du champ
de déplacementen r=c

Apres avoir exprimé le déplacement radial en r=c”
calculer la constante d’integration qui permet la détermination
du champ de déplacement dans la partie plastigue.
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Reéservoir spherigue sous pression

2R ry r(, c° Cste
gi— {rLog( j—g(l—ﬁﬂ+ "

La constante peut étre déterminée par continuité du champ
de déplacementen r=c

qui vaut d’apres la solution dans la partie élastique :

2R| ¢ c? Cste _ 2¢°R b*
FOR R .
3K| 3 b C 3b° 3K 4,uC
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Reéservoir spherigue sous pression

Question 13 :

Déterminer p(r) la déformation plastique cumuléesi a<r <c
en fonctionde K, u,c,Retr
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Reéservoir spherigue sous pression

Le champ de déformation totale dans la zone plastique vaut :

2R

3?{“’9@

I ™

Notons €
4R
9K

Il D

2017-2018
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Reéservoir spherigue sous pression
—2R 0 0
3
ettt o Rop
= 2u= 2u 3
0 0 E
i 3
On en déduit
4R N R _2C33te 0 0
9K 3u r
of _ 0 2R R +C33te 0
— OK 6u 1
0 0 B 2R B R +C33te
] 9K 6u 1°
MPM
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Reéservoir spherigue sous pression

4R+R_ZCs§e 0 0
9K 3u r
eP — 0 2R R +Cs§e 0
- OK 6u r
0 0 _2R_R+Cs§e
i 9K 6u 1’ |
2¢°R( 1 1
Cste = +
3 \3K 4u
1 0 O A1 0 0
o _ 4R+R_2ngte 0 1 0 _4R( 1 N 1 1_0_3 0 1 0
— 9K 3u r 3 3K 4u r
0 O 1 0 0 1
i 2_ i 2
MPM
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Reéservoir sphérigue sous pression

A=p

Ainsi p(r) la déeformation plastique cumulée vaut :

§

p(r)=

2017-2018
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Reéservoir spherigue sous pression

Question 14 :

Déterminer une relation paramétrique « variation de volume-pression »
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Reéservoir spherigue sous pression
Détermination de la relation variation de volume-pression

Dans la zone plastique

2R ry r(, ¢’ 2cCR(1 1
G =——|rkog| — |—=|1-—= | |+ —== +
3K c) 3 b 3rr (3K 4u

La variation de volume du réservoir vaut (hypothese HPP):

Cn2e (o a2 2R a) af, ¢’ )| 2c°R( 1 1
V(c)=4m’¢ (a)=4ma LK {aLog(Cj 3(1 bsj}L o (BK +4ﬂﬂ

Rappelons I’expression de P(c)

P(c)= ZR{(b;;fSL Log(cﬂ

a
On obtient ainsi une expression paramétrique de V en fonction de P
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Reéservoir spherigue sous pression

Question 15 :

Déterminer la variation de pression a la décharge entrainant une replastification.
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Reéservoir spherigue sous pression

Détermination de la variation de pression a la décharge entrainant une replastification.

Si la decharge est élastique, le champ de contrainte est celui obtenu pour la charge
maximale P,

auquel on ajoute le champ de contrainte de la solution élastique pour la pression AP

On voit alors facilement que la replastification aura lieuen I =a pour

3 .3
AP=2p —RAD &
3 b

En effet le déviateur des contraintesen I =a vaut alors:

Il
||
o

MPM
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