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Avant-propos

L’objectif principal de ce cours est de fournir la culture minimale permettant d’écrire
des comportements de matériaux en grandes déformations et de comprendre les concepts
utilisés par les codes de calculs industriels pour les calculs en grandes transformations.

Alain Ehrlacher
Ecole des Ponts ParisTech
Champs-sur-Marne, 2018

J’ai le privilege de succéder a Alain Ehrlacher pour enseigner son cours de Mécanique
Physique des Matériaux a 'Ecole des Pont ParisTech. Ce cours se veut étre un cours
structurant et général pour la formation des ingénieurs du département Génie Mécanique
et Matériaux. Il est articulé autour de trois axes principaux :

1) une méthode systématique de construction de modele de mécanique
2) la mécanique en grandes transformations

3) Décriture des lois de comportement et leurs liens avec les principes physiques et la
structure interne des matériaux

Ce cours est particulierement pertinent pour les ingénieurs en génie mécanique pour
des applications diverses qui sous-tendent bon nombre de secteurs utiles aux sociétés hu-
maines, comme la mise en forme des matériaux et les procédés de fabrication (laminage,
extrusion, emboutissage, forgeage mais aussi des procédés plus récents comme la fabri-
cation additive etc.) impliquant souvent 1) de développer des modeles spécifiques qui ne
sont pas inclus dans les grands logiciels de calcul au éléments finis, 2) des déformations
tres importantes, et 3) de choisir des comportements adaptés aux matériaux utilisés dans
les conditions d’exploitation visées. D’autres applications présentant le méme rapport aux
trois axes du cours sont aussi visées comme 'étude de crash ou la modélisation de struc-
tures complexes en aéronautique ou aérospatial, des pieces mécaniques pour l'industrie
nucléaire et dans le secteur de I’énergie plus généralement.

Un point crucial pour les ingénieurs ceuvrant dans l'industrie est de bien connaitre
les bases théoriques sur lesquelles reposent leurs calculs pour comprendre les entrées et
sorties des codes qu’ils utiliseront et de bien comprendre quelle physique est représentée
par leurs modeles pour ne pas les utiliser a contre-emploi ou en dehors de leur domaine
de validité, ce qui conduirait a des erreurs graves. D’une maniere générale ce cours a pour
ambition de donner aux étudiants un regard critique sur la pertinence de leurs calculs
par rapport a la situation visée, et de contribuer a en faire des ingénieurs responsables du
point de vue de la sécurité des structures, qu’ils auront a concevoir ou superviser. Du fait



de son caractere abstrait et mathématisé, des développements rigoureux et de la réflexion
sur les concepts physiques, ce cours est une bonne introduction a certains outils de la
recherche en mécanique des solides (en revanche les outils de la recherche expérimentale
sont peu développés).

J’ai repris l'essentiel du contenu du cours d’Alain Ehrlacher, y compris la majeure
partie des quatre premiers chapitres du présent polycopié, qui étaient déja rédigés. Le
projet pédagogique reste inchangé, cependant l'introduction du module de Mécanique
de la Rupture au second semestre m’a permis de supprimer les séances consacrées a la

mécanique linéaire de la rupture, et ainsi d’introduire deux nouvelles séances portant sur
les contraintes résiduelles et les transitions de phase.

La structure de ce polycopié suit celle des séances de cours. Chacune des douze séances
fait donc l'objet d’un chapitre a part entiere. Tous les développements nécessaires a la
compréhension sont intégrés dans ce texte. De plus, des exercices et leur corriger accom-
pagnent ce cours. Le résumé des résultats essentiels et les plus importants a bien mémori-
ser sont synthétisés sous forme d’un encadré a la fin de chaque chapitre. Par ailleurs, des
vidéos de cours sont disponibles pour revoir les séances sur une playlist structurée. Ces
vidéos sont un complément des autres supports de cours disponibles sur educnet (slides
des présentations, exercices corrigés, et le présent polycopié). Les captations des cours
dispensés par Alain Ehrlacher en 2013 sont également disponibles sur educnet.

Daniel Weisz-Patrault
Ecole des Ponts ParisTech
Palaiseau, 2021


https://www.youtube.com/watch?v=TD7ZHc4eCLU&list=PLAJSsU1xCVlXyp6AZdFrtHqZ3hxmu-RCk
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Présentation générale

Pour Moradin !, I’activité la plus noble de ’kemme, du nain, est 'ingénierie pour la
conception de nouveaux objets, machines ou structures utiles a la société et aidant la
transition énergétique. Pour ce faire I'ingénieur utilise des matériaux dont les compor-
tements mécaniques sont tres divers et il “dimensionne” ces objets en fonction de ces
comportements et des propriétés recherchées pour 'objet. (Il doit aussi concevoir les pro-
cédés pour fabriquer ces matériaux et les mettre dans la forme requise par 'application
envisagée, faisant appel ici encore au comportement mécanique des matériaux).

Mais au fait, qu’entend-t-on par comportement mécanique des matériaux? Si 1’on
peut donner une réponse intuitive a cette question, cette derniere n’est guere satisfaisante
par son manque de précision. En effet, le comportement évoque des notions communes,
comme la dureté, la souplesse etc. Cependant, si 'on se comprend a peu pres dans le
langage courant, en utilisant ces termes, c’est uniquement parce que nous parlons vite.
Mais pour étre utiles a 'ingénieur ces termes doivent correspondre a une définition bien
plus précise, de nature mathématique. On pourrait préciser un peu les choses et définir le
comportement comme une relation spécifique au matériau en question, qui relie les efforts
appliqués et la réponse en déformation (ces deux derniéres notions étant prise dans un sens
tres large). Cependant, en y réfléchissant, on comprend vite que méme cette définition
est trop imprécise, et que le probléeme de définir ce qu’est un comportement ne prend
un sens clair que dans le cadre de la construction d’'un modéle mécanique mathématisé,
pour la famille des objets envisagés. Ainsi 'ingénieur doit en premier lieu inventer une
description du monde et de la famille des objets qui I'intéressent, adaptée a son action
de conception.

Il est tout d’abord interpelé par la nature géométrique de ces objets. Ainsi il ne verra
pas de la méme fagon un objet tres allongé de type poutre ou arc, dont une des dimensions
est bien supérieure aux autres, un objet plutot de type surfacique, comme une plaque,
une coque ou un objet massif étendu dans les trois dimensions de notre espace. Il cherche
ensuite a proposer une disposition pertinente de la matiere dans le domaine définit par
le choix géométrique précédent.

Bien sir dans un objet banal, il considérera que chaque point du domaine est occupé
par une particule, mais il prendra vite conscience que ce point de vue est inadapté a la
description d’un sol saturé par exemple, si ’on ne veut pas entrer dans une description
a trop petite échelle de I'objet considéré. Il inventera alors un modeéle de matiere dans
lequel plusieurs particules de types différents peuvent cohabiter au méme point.

Il se posera enfin la question de la nature de ces particules qui doivent étre disposées
dans le domaine décrivant I'objet. Abandonnant si nécessaire la description de sa famille
d’objets a ’aide de particules ponctuelles, il pourra considérer celles-ci comme des micro-
objets rigides voire déformables. C’est notamment le cas pour les objets élancés rigides
en flexion, dans lesquels la rotation relative des sections voisines (variation de courbure)
est le phénomene prépondérant d’un point de vue mécanique.

Ainsi, avant de parler de comportement de matériau, il est nécessaire d’avoir une com-
préhension approfondie de ce qu’est un modele de mécanique et ¢’est I'objet du deuxieme
chapitre, via 'exposé d’une méthode générale de modélisation en mécanique de donner
au lecteur cette compréhension.

1. Je vous laisse le plaisir de découvrir seul qui est Moradin, étre bien sympathique pour les ingénieurs.
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Les modeles de mécanique étant nombreux, il est nécessaire d’en choisir un pour avan-
cer dans la description de ce que peut étre un comportement mécanique de matériaux.
Nous retiendrons le modele conceptuellement le plus simple et dont le domaine de per-
tinence est tres étendu. Il s’agit de la mécanique des milieux continus tridimensionnels,
classique dites aussi mécanique des milieux de Cauchy. Les concepts de déformations et
d’efforts intérieurs seront donc construits dans le cadre de ce modele et les équations
d’équilibre seront établies. Cela fera I'objet du chapitre trois. Tous les concepts seront
établis dans le cadre théorique des grandes transformations puisque ce sont ces concepts
qui sont nécessaires pour 'activité de I'ingénieur concepteur en génie mécanique.

Il sera alors possible, au chapitre quatre ,d’étudier ’écriture générale des comporte-
ments (ce qu’on appelle plus techniquement les relations constitutives) dans les milieux
de Cauchy. Pour cette étude nous aurons recours a une analyse thermodynamique des
processus de déformations. Nous établirons ainsi qu'un comportement de matériau ne
peut pas se limiter a une relation entre ’histoire de la déformation locale et I'histoire de
la contrainte, mais qu’il est nécessaire de faire intervenir d’autres grandeurs, dites consti-
tutives, dont plusieurs de nature thermodynamique. Ensuite, nous montrerons comment
les principes de la thermodynamique et un principe dit “d’indifférence matérielle” limitent
les libertés pour écrire ces comportements.

Une fois ces bases établies, il est alors possible d’étudier des familles particulieres
de matériaux comme les élastomeres, les métaux, les céramiques, etc...et d’établir les
relations mathématiques exprimant leur comportement dans le cadre de la mécanique
des milieux de Cauchy. Ceci sera développé au deuxieme tome de ce cours. Ces déve-
loppements sont précédés d’un premier chapitre présentant tres sommairement 1’origine
physique de la cohésion de la matiere et la classification des matériaux qui en résulte.

Responsabilité des ingénieurs
Sécurité
Morale des ingénieurs

Pensée méthodique et scientifique






Chapitre 1

Classification des matériaux
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Les ingénieurs en génie mécanique ont besoin, pour travailler, d utiliser des matériaux
spécifiques a leurs besoins, parmi de trés nombreux matériaux. Pour donner une structure
et offrir des outils efficaces d’aide a la décision, les matériaux doivent étre classés. Une
idée commune et naturelle, pour classer les matériaux, consiste a prendre en compte la
nature physique des liaisons internes, assurant la cohésion de la matiere a 1’échelle ato-
mique. La nature de ces liaisons a d’ailleurs, comme on peut s’y attendre, une influence
déterminante sur le type de comportement macroscopique du matériau. Dans ce chapitre,
consacré a la classification des matériaux, nous verrons tout d’abord, dans un premier
paragraphe, une description succincte des forces a 'origine de la cohésion de la matiere a
I’échelle atomique. Cette présentation simple ne se substitue évidemment pas a un cours
de chimie, mais présente une vision idéalisée minimale pour les ingénieurs en génie mé-
canique. Dans le deuxieme paragraphe nous présenterons la classification classique des
matériaux construite a partir de ces différentes forces. Dans le troisieme paragraphe nous
étudierons les principaux types de comportement de matériaux et la relation entre ces
types de comportement et la famille de matériaux considérée. Dans le quatrieme para-
graphe nous présenterons une variante de la classification classique, appelée classification
ingénieur, mieux adaptée a l'usage, en particulier, de I'ingénieur concepteur. Enfin, dans
le cinquieme et dernier paragraphe nous présenterons l'information qu’il est possible de
trouver dans les bases de données de matériaux, et notamment les propriétés d'usage
indispensables au choix des matériaux dans les opérations de conception des objets et
produits.

1.1 Les forces a ’origine de la cohésion de la matiere

La matiere est constituée d’atomes liés entre eux par des liaisons inter-atomiques de
nature principalement électrostatique. On distingue les liaisons fortes dont ’énergie de

liaison est supérieure a 50 kJoules/mole et les liaisons faibles dont 1’énergie de liaison peut
varier de 4 & 50 kJoules/mole (ot 1 mole=~6.022x10%3 éléments). Les premicres liaisons
peuvent résister a des températures relativement élevées (T, de 1000 K a 5000 K), alors
que les secondes liaisons sont détruites a des températures beaucoup plus faibles (T, de
100 K a 500 K).

1.1.1 Liaisons fortes ou inter-atomiques

Nous distinguons trois types de liaisons fortes :

o Les liaisons ioniques
e Les liaisons covalentes

o Les liaisons métalliques

Liaisons ioniques ou électro-covalentes

Prenons un exemple : la liaison ionique (ou électro-covalente) dans le chlorure de so-
dium. Considérons un atome de sodium isolé Na. Il contient 11 électrons dont un électron
isolé sur sa couche de valence (i.e., couche externe). Celui-ci peut assez facilement étre
arraché (on parle de cation) si 'on fournit une énergie de 5,14 eV (potentiel d’ionisation)
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(1eV=1,602x 10712 Joules), soit environ 500 kJ/moles. Considérons maintenant un atome
de chlore Cl. Il contient 17 électrons dont 7 sur la couche de valence. La regle de I'octet
traduit le fait qu'un atome a tendance a étre plus stable (i.e., plus bas en énergie) si sa
couche de valence est du méme type que le gaz noble le plus proche dans la classification
périodique des éléments. Ainsi, cet atome peut absorber un électron supplémentaire (on
parle d’anion) sur cette couche de valence pour en totaliser huit, et ainsi baisser en énergie
de 4,02 eV (i.e., électro-affinité de 4,02 eV), soit environ 390 kJ/moles. Rappelons que
I’électro-affinité est, par définition, 'opposé de I’énergie a fournir pour attacher un nouvel
électron a I'atome en phase gazeuse. Cependant, on constate qu’il est nécessaire d’appor-
ter 5.14 eV a l'atome de Na pour utiliser cet électron et baisser 1’énergie de ’atome de
Cl. Le bilan n’est donc a premiere vue pas intéressant pour le systéeme d’atomes Na-CI.
Mais, les ions Na™ et Cl~ ainsi créés, étant de charges opposées, sont soumis & une force
d’attraction mutuelle de nature électrostatique. Le potentiel de cette force d’attraction
est en 1/r ou r est la distance entre les centres hypothétiques de ces ions. L’énergie du
systeme diminue donc si les deux ions se rapprochent. Lorsque les deux ions sont suffisam-
ment proches, I'influence des deux nuages d’électrons entourant les noyaux des ions se fait
sentir sous la forme d’une force répulsive, a croissance tres rapide si I'on continue a rap-
procher les deux ions (cf. figure 1.1). On comprend ainsi qu’'une paire d’ions va se placer
a une distance relative ry, optimale du point de vue énergétique. Pour un grand nombre
d’atomes, les ions se placent selon une grille réguliere, qu’on appelle un cristal et qui est
également optimale du point de vue énergétique en considérant toutes les interactions
électrostatiques. Le bilan énergétique global est alors négatif (réaction exothermique), ce
qui assure la cohésion de I'assemblage d’ions ainsi réalisé. Donnons par exemple le bilan
énergétique global lorsque l'on fait agir du gaz dichlore Cly sur du sodium solide Na.
La réaction s'écrit : Na(sol)" + 1 Cly(gaz) — (Nat,Cl-)(sol) + 4.26eV. L'énergie de
4,26 eV (soit environ 410 kJ/moles) émise lors de cette réaction est en relation avec la
“solidité” de la liaison inter-atomique. En considérant les valeurs du potentiel d’ionisation
du sodium (énergie a fournir 5,14 eV) et 1'électro-affinité du chlore (baisse d’énergie de
4,02 V), on constate que c’est essentiellement la variation du potentiel électrostatique,
associé a la variation de la distance entre les ions, qui assure la cohésion de la molécule
NaCl solide, (cf. figure 1.2).

Ce qui vient d’étre vu, tres schématiquement, a propos du chlorure de sodium peut
étre généralisé a tout solide constitué d’un assemblage d’ions. Le bilan énergétique fait
apparaitre trois termes.

1) Une énergie liée au processus d’ionisation de chaque atome

2) Une énergie liée au potentiel d’attraction électrostatique entre les ions dont les
charges sont de signe différent

3) Une énergie liée au potentiel de répulsion électrostatique des nuages électroniques
des deux ions, dont l'effet n’est sensible que lorsque les deux ions sont tres proches.

Le premier terme 1) peut étre déterminé a 'aide du tableau des variations des potentiels
d’ionisation et d’électro-affinité (cf. figure 1.3). Il suffit de faire la différence entre le
potentiel d’ionisation de 'atome qui cede un électron et 1’électronégativité de I’atome qui
absorbe un électron. Bien entendu certains atomes cedent ou absorbent plusieurs électrons
pour compléter leur couche de valence selon la regle de l'octet, il faut alors considérer
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FIGURE 1.1 — Potentiel inter-atomique.
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FIGURE 1.2 — Schéma de la réaction Na + %Clg — (Na*,Cl7) +4.26eV.

les potentiels d’ionisation successifs (chaque électron cédé ou absorbé fait intervenir une
énergie différente). Le second terme 2) correspond & un potentiel attractif (négatif) en
1/r. Le dernier terme 3) correspond a un potentiel répulsif (positif) en 1/r" avec n
pouvant varier suivant les détails de ’assemblage entre 7 et 10. Le potentiel combinant
les contributions 2) et 3) s’écrit donc :

U=U;-

+

dmegr r
~—— ~—~
Attraction Répulsion

2
q P a<n<io (1.1)

Ou g est la charge portée par chaque ion exprimée en Coulomb, €y est la permittivité
du vide valant ey ~ 8.85x 10712 kg7!.m™3.A%2.s* (F.m™!), et B est une constante liée au
phénomene de répulsion des nuages d’électrons des ions, exprimée en Jm” par liaison. Si
I’on trace ce potentiel en fonction de la distance inter-ions r, on constate comme évoqué
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FIGURE 1.3 — Potentiel d’ionisation (bleu) et électro-affinité en eV pour divers éléments chi-
miques. Pour une paire d’atome la différence entre le potentiel d’ionisation et I’électro-affinité
représente le coiit énergétique associé a I’émission/absorption de 1’électron (ce cofit est large-
ment compensé par le gain énergétique associé a l'interaction électrostatique qui résulte du
processus).

plus haut, qu’il existe une distance optimale ry donnant la distance inter-ions en I'absence
d’excitation ou de force extérieure (cf. figure 1.1).

Liaisons covalentes

Certains atomes mettent en commun des doublets d’électrons. Ce processus énergé-
tiquement favorable diminue 1’énergie interne de l'assemblage assurant la cohésion de
celui-ci. C’est la liaison covalente. Sans entrer dans les détails, une liaison covalente se
produit généralement entre deux non-métaux dont 1’électronégativité est similaire. L’élec-
tronégativité d’'un atome est une grandeur physique qui caractérise sa capacité a attirer
les électrons lors de la formation d’une liaison chimique avec un autre atome. Si on prend
I’exemple de la molécule de dihydrogene, chaque atome d’hydrogene, qui la compose, a
un électron sur sa couche de valence et gagnerait en stabilité en absorbant un électron,
rendant similaire sa couche de valence a celle d’'un atome d’hélium particulierement stable
(i.e., régle du duet, qui est I'équivalent de la regle de I'octet). Les deux atomes attirent de
maniere similaire les électrons de 'autre atome, car leurs électronégativités sont similaires
(et méme identiques pour le cas de deux atomes identiques, comme pour la molécule de
dihydrogene). Il est résulte une zone de concentration du nuage électronique de sorte
que l'on dit que les atomes ont mis en commun un électron de leur couche de valence.
Méme si 'ensemble est de charge globalement neutre (les charges électroniques négatives
compensent les charges positives du noyau), cette concentration du nuage électronique
localise en partie la charge négative et crée donc un léger déséquilibre dans la répartition
des charges, ce qui une fois encore crée une force électrostatique. On présente quelques
exemple schématiques a la figure 1.4. Cependant le déséquilibre des charges due a la

11



concentration du nuage électronique entre les deux atomes, crée une force électrostatique
entre des charges partielles, ¢’est-a-dire inférieures a la charge d’un électron. On comprend
alors pourquoi la liaison covalente est en général moins forte que la liaison ionique (ou
électro-covalente). On peut également comprendre la liaison électro-covalente, comme un
cas particulier de liaison covalente, ot un atome a une électronégativité bien supérieure
a celle de 'autre atome et attire ainsi completement 1’électron de l'autre atome sur sa
couche de valence. Dans ce cas, le déséquilibre est alors d'une charge complete et non
plus partielle.

Il faut également noter que dans le cas d’une liaison covalente, si les atomes qui se lient
ne sont pas identiques, leur électronégativité n’est plus identique et I'un des deux atomes
concentre davantage vers lui le nuage électronique, c’est-a-dire schématiquement que la
mise en commun du ou des électrons se localise plus pres de 'atome le plus électronégatif.
On voit donc que le déséquilibre de charge n’est plus symétrique entre les atomes, ce qui
polarise la molécule et est a l'origine de la forme de cette derniére, comme c’est le cas
pour la molécule d’eau HoO. Une fois encore, on peut caractériser la force électrostatique

Gaz noble le plus proche

He H H H-H
Ne F F F-F
Ne o) o) 0=0

FIGURE 1.4 — Liaisons covalentes.

issue de la liaison covalente par un potentiel d’interaction. Ce dernier a la forme suivante :

B (100<n<12)

U=Ui- o 6<m<10)
N~

— (1.2)
rm
-~
Attraction Répulsion
Cette énergie est minimale pour une certaine configuration géométrique entre les différents
atomes de la molécule en ’absence d’excitation ou de force extérieure. Si l’'on n’a que deux
atomes identiques 1’énergie est minimale pour un distance ry donnant la distance entre

ces atomes sans forces extérieures.
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Liaisons métalliques

La liaison métallique définit les atomes qu’on appelle des métaux. La cohésion de
cette liaison est également de nature électrostatique. La liaison métallique se produit
pour des atomes tres peu électronégatifs, qui n’ont que quelques électrons sur leur couche
de valence. La liaison est schématiquement due au fait que ces atomes laissent en libre
circulation leurs électrons de valence pour former un gaz d’électrons libres entre les ions
positifs (cations) ainsi formé par la pertes des électrons de valence. Les forces électrosta-
tiques qui résultent de 'interaction entre le gaz d’électrons libres et le réseau de cations
(en général tres bien ordonné sont forme de cristal) assure la cohésion de la liaison. C’est
aussi ce gaz d’électron libre qui explique la nature conductrice du courant électrique
des métaux. On présente schématiquement la liaison métallique pour I'aluminium a la
figure 1.5. Un fois encore la distance inter ions métalliques (ou plus précisément la forme

A|3+

O
Al ° §
O
O O O
O
e} O
O
O
Q o o)
e) O
o O
O O
o O
O

Gaz d'éléctrons libres

FIGURE 1.5 — Liaison métallique pour I'aluminium.

du réseau cristallin) sera donnée, en 'absence d’excitation ou de force extérieure, par le
minimum d’une énergie interne composée principalement d’une partie attractive (néga-
tive) associée a la création du nuage d’électron et d’une partie répulsive (positive) liée
a la présence des nuages électroniques des couches internes de chaque ion. La forme de
cette énergie interne en fonction de la distance inter atomique est similaire a ce que nous
avons vu dans les cas précédents. Notons que, dans le tableau de la classification pério-
dique des éléments de Mendeleiev, une trés grande majorité d’éléments sont des métaux
(cf. figure 1.6). Les 7 principaux métaux utilisés dans les structures, produits et objets
actuels sont le magnésium Mg, 'aluminium Al, le titane Ti, le fer Fe, le nickel Ni, le
cuivre Cu et le zinc Zn.
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FI1GURE 1.6 — Classification périodique des éléments.

1.1.2 Liaisons faibles ou inter-moléculaires

Nous avons vue les liaisons entre atomes qui permettent de former des cristaux ou des
molécules. Dans cette section, nous introduisons trés sommairement les liaisons faibles
entre différentes molécules, dont les deux types principaux sont :

e La liaison de Van der Waals

e La liaison hydrogene

Liaison de Van der Waals

Les charges électriques portées par un atome ou une molécule sont globalement
neutres, les charges négatives, portées par I’assemblage, équilibrant les charges positives.
Cependant, cet assemblage de charge globalement apolaire dans le temps, n’est pas forcé-
ment a symétrie sphérique a un instant donnée, ce qui entraine I’apparition d’'un moment
dipolaire du fait de la répartition locale des charges négatives par rapport aux charges
positives. Ce moment dipolaire crée ainsi un champ électrique, ce qui peut entrainer un
léger déplacement des charges dans un assemblage moléculaire voisin, avec ’apparition
éventuelle d'une dissymétrie des charges et donc d’'un moment dipolaire. Nous parlons
alors de moment dipolaire induit. Les deux dipoles ainsi créés s’attirent et 1’énergie du
systeme est, une fois encore, fonction de la distance entre les centres. Ce processus est
résumé a la figure 1.7, ou 6" et 6~ symbolisent des charges partielles comme évoquées
pour la liaison covalente en section 1.1.1. L’attraction dipolaire a une énergie en 1/r5.
Les nuages électroniques vont se repousser une fois encore, avec une énergie en 1/r", avec

14



bien souvent n=12. On a donc un potentiel de la forme :

a p
U= Ui— E + ﬁ ,(n=12) (13)

~—~ ~—~
Attraction Répulsion

Cette liaison dipolaire a une énergie beaucoup plus faible que celles des liaisons fortes vues
précédemment, mais elle joue un réle déterminant dans le comportement macroscopique
de nombreux matériaux.

Statistiquement Moment dipolaire Moment dipolaire induit
appolaire dans le temps instantanné par champ électrique
[ e 0 —e—>8 0T —e—»8 e

_____________

Interaction électrostatique

FiGURE 1.7 — Liaison de Van der Waals.

Liaison hydrogéne

La liaison hydrogene est, elle aussi, d’origine électrostatique. L’hydrogene engagé dans
une liaison covalente avec un autre atome plus électronégatif que lui, partage avec celui-ci
son seul électron, “découvrant” ainsi, a 'opposé de cette liaison, un noyau chargé posi-
tivement, susceptible d’attirer des charges négatives concentrée pres des atomes les plus
¢lectronégatifs des molécules voisines. La liaison hydrogene est illustrée pour des molé-
cules d’eau H2O a la figure 1.8 ou les traits plein symbolisent des liaisons covalentes et
les traits en pointillés symbolisent les liaisons hydrogenes issues de l'interaction électro-
statique entre une charge partielle positive 6 (a I'opposé de la liaison covalente entre
I'atome hydrogene et I'atome d’oxygene), et les charges partielles négatives 26~ por-
tées par 'atome d’oxygene d’une molécule voisine. Par exemple on donne a la figure 1.9,
I’exemple du Kevlar, un polymere formé de longues chaines moléculaires issues de liaisons
covalentes, attachées entre elles par des liaisons hydrogenes.

Bien que l'énergie de ces liaisons ne soit pas aussi importante que celle des liaisons
fortes, on voit bien, sur I’exemple précédent, I'importance considérable qu’elles peuvent
avoir en permettant la constitution d’un réseau bi ou tridimensionnel a partir de chaines
carbonées unidimensionnelles.
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Liaison hydrogeéene
H H Interaction
électrostatique

\»\ 6+ 8+
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FI1GURE 1.8 — Liaison hydrogene

Kevlar

e @WQ

FIGURE 1.9 — Schéma du Kevlar. Les traits pleins sont des liaisons covalentes, et les traits en
pointillés sont les liaison hydrogenes, toutes les intersections sont des atomes de carbone qui
sont omis pour la lisibilité. Les traits pleins en gras représentent la cellule de base (monomeére)

du polymere.

Résumé

Les liaisons a l'origine de la cohésion de la matiere sont des phénomenes de nature
électrostatique.

Il existe trois types liaisons fortes : liaison ionique, liaison covalente, liaison métallique.

Les liaisons faibles ont, elles aussi, une grande importance pour le comportement
macroscopique des matériaux.

L’énergie interne de ces liaisons peut s’exprimer, en fonction de la distance entre les
éléments liés, par une expression de la forme :

a
v=u- %~ + P
rm rl’l

Attraction Répulsion
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1.2 La classification classique

La classification classique des matériaux est basée sur la nature de la liaison forte
assurant la cohésion de la matiere. Il y a donc classiquement trois familles de matériaux :

e Les céramiques associées a la liaison ionique

» Les polymeres associés a la liaison covalente

o Les métaux associés a la liaison métallique
Cependant, de plus en plus souvent l'ingénieur utilise des assemblages de matériaux de
familles différentes. On parle alors de matériaux composites (en utilisant ce mot dans un

sens tres général). Les matériaux composites sont alors considérés comme une quatrieme
famille (cf figure 1.10).

Composites

Fibres de carbone
Fibres de verre

FI1GURE 1.10 — Classification classique des matériaux et composites.

Le professeur Ashby a tenté d’estimer la répartition de I'utilisation des grandes familles
de matériaux par les hommes a travers les ages [1]. Le schéma proposé figure 1.11 est
inspiré de son travail pour donner une idée générale. On voit qu’avant le 19iéme siecle
les matériaux disponibles étaient dominés par des polymeres naturels tels que le bois
ou le caoutchouc et des céramiques naturelles telles que la pierre, les ciments a base
de cendres etc. Les années 1960 ont été celles de l'exploitation des métaux, par leur
diversification via des alliages répondant a des contraintes de conception de plus en plus
extrémes. La tendance actuelle est une diversification des matériaux disponibles dans les
différentes classes, notamment ’apparition de trés nombreux polymeres de synthese et des
céramiques techniques, ainsi que divers composites issus de ’hybridation entre différents
matériaux.

Si cette classification est tres utile aux ingénieurs pour catégoriser les matériaux, c’est
avant tout parce qu’elle correspond plus ou moins aux grandes typologies de comporte-
ment de matériaux. En effet, puisque la nature des liaisons chimiques a l'origine de a
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cohésion de la matiere ; ne sont pas les mémes pour les différentes classes de matériaux,
il est attendu que les comportements macroscopiques soient différents. A cela s’ajoute le
fait que les procédés de fabrication des différentes classes de matériaux sont en général
tres différents, ce qui a aussi une influence sur 'arrangement de la matiere a 1’échelle
microscopique et donc une influence sur le comportement macroscopique. Dans le para-
graphe suivant, nous allons donc présenter de maniere schématique et synthétique ces
différents types de comportement, en mettant I’accent sur les classes de matériaux qu’il
faut avoir en téte pour chacun d’entre eux et les spécificités de chacun (irréversibilité
etc.).

-10000 -5000 0 10001500 1800 1900 1940 1960 1980 1990 2000 2010 2020

Pierres
Poteries
Verres
iment
Vertes . Réfractaifes
& Céramiques Clme;t j i Braniques '
| | S IPort an I-FondueI Icg,,r.amiItechnlqlues (A}zos, STzNA)
-10000 -5000 © 1000 1500 1800 1900 1940 1960 1980 1990 2000 2010 2020

Date

FIGURE 1.11 — Evolution de Putilisation des matériaux au cours du temps.

Résumé

Il existe classiquement trois familles de matériaux :

o Les céramiques associées a la liaison ionique

e Les polymeres associés a la liaison covalente

e Les métaux associés a la liaison métallique

1.3 Les comportements classiques

Afin de fixer les idées générales, nous allons présenter brievement les grandes carac-
téristiques des comportements des matériaux en fonction de leur famille d’appartenance.
Comme 1’étude du comportement des matériaux est le sujet principal de ce cours, nous
aurons 1’occasion dans les chapitres suivants de revenir en détails et avec un formalisme
rigoureux sur les points qui seront évoqués ci-dessous. Pour simplifier 'exposé des pre-
mieres notions, sommairement abordées dans ce chapitre, nous nous placerons dans le
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cadre d’un comportement uniaxial (essai de traction simple) en petites déformations et
nous présenterons donc des “courbes de comportements typiques” en donnant les caracté-
ristiques principales de ces courbes avec les concepts et vocabulaires associés. En abscisse
de ces courbes nous avons la “déformation uniaxiale” &, que nous définirons ici comme
le rapport entre la variation de longueur d'une éprouvette de traction Al, et la longueur
initiale de I'éprouvette Iy (c’est-a-dire € = Al/ly). En ordonnée de ces courbes nous avons
la “contrainte uniaxiale” o, que nous définirons ici comme le rapport entre la force de
traction F exercée sur I’éprouvette et la section initiale de cette éprouvette Sy (c’est-a-dire
0 =FISp). Ces concepts de déformation et de contrainte seront vus de maniére beaucoup
plus rigoureuse et détaillée dans les prochains chapitres. Pour 1'utilisation que nous de-
vons en faire ici, une compréhension superficielle de ces deux concepts est suffisante. Nous
verrons successivement :

e Le comportement typique des céramiques
e Le comportement typique des métaux

e Le comportement typique des polymeres

Notez que nous avons changé 'ordre d’apparition des différentes familles de matériaux.
Ceci est du au fait que, aux températures habituelles, les céramiques et les métaux ex-
hibent des comportements ne faisant pas intervenir le temps physique, au contraire des
polymeres qui ont un comportement dont la nature visqueuse ne peut fréquemment pas
étre négligée. L’objectif principal de ce paragraphe est d’introduire les principales notions
de comportement et le vocabulaire associé.

1.3.1 Le comportement typique des céramiques : élastique en-
dommageant

Le comportement des céramiques est en général élastique endommageant, comme
montré a la figure 1.12. Lorsque 1'on exerce une traction sur une éprouvette extraite
d’un matériau céramique, on constate tout d’abord un allongement proportionnel a la
contrainte de traction. Si I’on diminue l'effort de traction on constate que la déformation
diminue de maniere completement réversible. Ceci correspond a un comportement élas-
tique représenté sur la figure 1.12 par la droite bleue de pente plus raide sur de la courbe
d’essai. La pente de cette partie linéaire est le module d’Young initial Ej,; du matériau.

Au-dela d’une certaine déformation on constate que le niveau de la contrainte diminue
rapidement (partie rouge de la courbe figure 1.12). Ceci est dii & une micro-fissuration du
matériau. On dit que le matériau s’endommage. Si I’on diminue la déformation a partir
d’un point quelconque de cette courbe, on constate que la relation entre la contrainte
et la déformation redevient linéaire avec une pente plus faible que celle du matériau
vierge initial (partie linéaire bleue de pente plus faible sur la courbe figure 1.12). Si apres
avoir partiellement déchargé sur cette courbe on recharge, c’est-a-dire si I'on augmente
a nouveau la déformation, on constate tout d’abord que ’on remonte sur la courbe le
long de la droite bleue de plus faible pente. Cette partie du comportement est donc
élastique réversible, mais avec une pente plus faible que celle de la partie élastique ini-
tiale. L’endommagement entraine donc une diminution du module d’Young Eact actuel
du matériau. Lorsque 1'on atteint le niveau de déformation maximal avant décharge, on
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constate que la contrainte recommence a diminuer dans le prolongement de la courbe
d’endommagement initiale. On interpreéte ceci en disant que 'endommagement croit (la
micro-fissuration progresse). Bien évidemment pour obtenir la courbe figure 1.12 il a fallu
controler soigneusement l’essai en pilotant la déformation. En effet, lorsque I’on commence
a micro-fissurer ’éprouvette, le risque est que cette micro-fissuration ne se produisent pas
de maniere homogene dans toute I’éprouvette mais dans une zone réduite. Or comme
nous 'avons vu, dans cette zone la raideur du matériaux (i.e., le module d’Young) di-
minue, ce qui conduit a localiser la déformation imposée dans cette zone et décharger le
reste de I'éprouvette. La réponse en force globale sur la machine d’essai n’est alors plus le
reflet du seul matériau, mais aussi de la maniére dont les contraintes sont réparties dans
I’éprouvette. On dit que 'on n’a plus un essai de matériau, mais un essai de structure.
La contrainte simplement calculée comme le rapport de la force globale mesurée F sur
la surface initiale de I’éprouvette Sy n’a alors plus de sens. C’est pourquoi cet essai est
particulierement difficile pour assurer une bonne homogénéité de la micro-fissuration (qui
dépend de facteurs en partie aléatoires du fait des hétérogénéités internes a la structure
microscopique du matériau).
On définit une grandeur caractéristique de I'’endommagement du matériau par :

Dzl—EaCt

(1.4)

ini

Elasticite

Endommagement

> &

FI1GURE 1.12 — Comportement schématique élastique endommageant.
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Si nous avions controlé I'essai en contrainte (en mesurant ’allongement Al), ce qui est
le plus facile a réaliser et le plus courant dans les laboratoires d’essais, I’éprouvette se serait
rompue apres que l'on ait atteint le maximum de la contrainte sur la courbe figure 1.12.
En effet, on voit que cette contrainte est un maximum pour le matériau, en pilotant en
contrainte on aurait essayé de dépasser cette contrainte, ce qui aurait permis a des micro-
fissures de se propager brutalement pour rompre I’éprouvette. On dit que les céramiques
sont des matériaux élastiques fragiles. La grandeur caractérisant la capacité d’un matériau
a propager brutalement une fissure (rupture fragile) se nomme la ténacité K¢ exprimée
dans une unité hybride le MPa.m!/?. Cette unité n’est réellement compréhensible qu’apres
avoir suivi un cours de mécanique de la rupture, ce qui interviendra au second semestre.
Nous ne nous étendons donc pas sur ce point ici.

1.3.2 Le comportement typique des métaux : élastoplasticité

Lorsque 'on exerce une traction sur une éprouvette d’un matériau métallique, on
constate tout d’abord un allongement proportionnel a la contrainte de traction. Si ’on
diminue l'effort de traction on constate que la déformation diminue de maniére réver-
sible. Ceci correspond a un comportement élastique représenté sur la figure 1.13 par la
premiere droite bleu de la courbe d’essai. La pente de cette partie linéaire est le mo-
dule d’Young initial du matériau. Au-dela d’'une certaine déformation on constate que

Plasticité
; Elasticiteé

\
™

&P

FI1GURE 1.13 — Comportement schématique élastoplastique.

la relation contrainte déformation n’est plus linéaire (partie rouge de la courbe d’essai
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figure 1.13). Ceci est dii a une plastification du matériau, c’est-a-dire pour les métaux
un mécanisme de glissement des plans atomiques, que nous verrons plus en détails au
chapitre 6 portant sur les origines physiques de la plasticité. Si I'on diminue la déforma-
tion a partir d’'un point quelconque de la courbe d’essai, on constate que la relation entre
la contrainte et la déformation devient affine avec une pente identique a celle du maté-
riau initial (deuxieme droite bleu sur la courbe figure 1.13). Si apres avoir partiellement
déchargé sur cette courbe on recharge, c¢’est-a-dire si ’'on augmente a nouveau la déforma-
tion, on constate tout d’abord que 1’on remonte sur la courbe le long de la droite en bleu.
Cette partie du comportement est donc élastique réversible, avec une pente identique a
celle de la partie élastique initiale. La plastification n’entraine donc pas une évolution
du module d"Young du matériau. Lorsque 1’on atteint le niveau de déformation maximal
avant décharge, on constate que la courbe contrainte déformation change a nouveau de
pente et prolonge la courbe de plasticité initiale (partie rouge de la courbe figure 1.13).
Pour obtenir cette courbe d’essai on peut soit controler I’essai en pilotant la déformation,
soit en contrdlant la contrainte puisque celle-ci est croissante dans toute la partie qui
présente un intérét. Bien sir, si I’on continue I’essai on finit par rompre 1’éprouvette.

La courbe d’essai figure 1.13 est idéalisée pour présenter les concepts, le plus simple-
ment possible. Nous présentons a la figure 1.14 une courbe d’essai pouvant correspondre
a un métal réel. On constate que la courbe a une forme plus complexe, mais pour l’es-

Plasticité Striction
Ecrouissage Adoucissement
0,
\ / Fracture finale
Elasticité

Résistance |
a la traction |
o

m

/

E module d'Young

‘ &
0.1%

< >

Déformation plastique
aprés rupture &

FI1GURE 1.14 — Comportement élastoplastique typique d’un métal.

sentiel on peut distinguer encore la partie élastique réversible et la partie plastique de la
courbe. La figure présente un certain nombre de concepts définis dans les normes d’essais
de matériaux métalliques. Le concept le plus important est celui de limite d’élasticité. Il
s’agit du niveau de contrainte a partir duquel il y a apparition de la plasticité et perte

22



de la linéarité de la courbe déformation-contrainte. Cette limite d’élasticité est difficile a
déterminer pratiquement, car dans les essais réels, contrairement a ce que nous avons sur
la courbe idéalisée, la perte de linéarité n’est pas brutale, mais se fait contintiment. Les
ingénieurs utilisent alors le concept de limite d’élasticité conventionnelle. Celle-ci corres-
pond a l'intersection de la courbe d’essai avec une droite parallele a la pente initiale, mais
passant a contrainte nulle par le point d’abscisse de déformation 0,1% (0,001). Le plus
souvent cette limite d’élasticité conventionnelle est tres proche de la limite d’élasticité
réelle et convient parfaitement pour les applications en conception des structures.

Deux autres concepts ont une certaine importance pour le choix des matériaux a
utiliser dans une application. Le premier est celui de résistance a la traction. Il correspond
au maximum de contrainte que peut subir le matériau. Généralement apres avoir atteint
ce point lors de 'essai, la déformation se localise dans une partie de I’éprouvette pendant
que le reste de ’éprouvette se décharge élastiquement. On dit qu’il y a striction. Le second
concept assez souvent utilisé est celui de déformation plastique apres rupture donnant
une indication de la déformabilité plastique du matériau, utile pour sa mise en forme. En
effet, si cette limite est élevée, on peut imaginer que lors d’un processus d’emboutissage
par exemple, il sera possible d’atteindre un niveau de déformation plastique important
avant la déchirure de la plaque mise en forme. Nous étudierons dans au chapitre 6 les
origines physiques de ces comportements et aux chapitres 7 et 8 le formalisme qui permet
d’écrire les comportements élastoplastiques avec une grande généralité.

1.3.3 Le comportement typique des polymeres : viscoélasticité

Il y a, aux températures courantes habituelles, une différence principale entre le com-
portement des polymeres et celui des céramiques ou des métaux. Pendant les essais précé-
demment décrits sur les matériaux céramiques ou métalliques, il était implicitement admis
que si l'on fixait, & un instant donné la contrainte (resp. la déformation) dans I’éprouvette,
la déformation (resp. la contrainte) n’évoluait pas. Ainsi le temps physique n’intervenait
pas dans le comportement. Cette propriété n’est plus vraie pour les matériaux polymeres
et si, par exemple, apres un chargement piloté en contrainte, nous maintenons celle-ci a
la valeur g, nous constatons que la déformation continue a évoluer. On dit qu’il y a un
fluage de I’éprouvette, comme on le voit a la figure 1.15. Réciproquement, apres un char-
gement piloté en déformation, si nous maintenons la déformation constante a une valeur
€0, nous constatons que la contrainte continue d’évoluer. On dit qu’il y a relaxation de
I’éprouvette, comme on le voit a la figure 1.15. Ces deux phénomeéne, fluage et relaxa-
tion, sont en fait les manifestations d’une méme propriétés du matériau : sa viscosité. Le
comportement viscoélastique dépend donc du temps physique. Sur la partie gauche de
la figure 1.15, le modele constitué d’un ressort et d’un amortisseur en série illustre suffi-
samment, pour l'instant, ce concept de viscoélasticité. Ce type de modele est appelé un
modele rhéologique. On constate, sur le modele, que si 'on maintient la contrainte o, la
déformation de 'amortisseur continue a augmenter alors que celle du ressort reste fixe. La
déformation totale apparait donc, dans ce modele, comme la somme d’une déformation
visqueuse et d'une déformation élastique. Dans le modele rhéologique simple composé
d’un amortisseur et d’un ressort, on peut écrire la déformation élastique € comme suit :

(1.5)
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Amortisseur
‘ l Ressort
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F1GURE 1.15 — Comportement viscoélastique et modele rhéologique simple.

Avec E le module d’Young et ¢ la contrainte. Par ailleurs, on peut relier la vitesse (ou
plus précisément le taux) de déformation visqueuse £¢ & un coefficient d’amortissement

n:

ve _

(1.6)

SSHIS|

On comprend bien dans cette écriture en vitesse, que le temps physique intervient dans
I’écriture de la partie visqueuse du comportement.

On peut imaginer des modeles rhéologiques beaucoup plus complexes avec assem-
blage en série ou en parallele de nombreux ressorts et amortisseurs. Tous ces modeles
ont en commun d’entrainer une relation linéaire entre 1’histoire de la contrainte et celle
de la déformation. On dit alors que le comportement est viscoélastique linéaire. Nous
étudierons au chapitre 5 les origines physiques de ces comportements et le formalisme
qui permet d’écrire les comportements viscoélastiques linéaires ou non linéaires avec une
grande généralité.

24



Résumé

Les principaux types de comportement des matériaux font apparaitre des phénomenes :

 Elastiques endommageant (fragile)
« Elastoplastiques

o Viscoélastiques
Aux températures ordinaires on constate que :

e les matériaux céramiques ont un comportement élastique fragile
e les matériaux métalliques ont un comportement élastoplastique

e les matériaux polymeres ont un comportement viscoélastique.

Si 'on s’intéresse a une large gamme de température, tous les matériaux exhibent tous
les types de comportement.

1.4 La classification ingénieur

Les ingénieurs utilisent une classification des matériaux tres proche de la classification
classique des physiciens des matériaux, avec toutefois quelques nuances et un découpage
un peu plus fin. Ils utilisent le terme d’alliages métalliques au lieu du terme métaux. La
grande famille des matériaux céramiques est découpée en sous familles distinguant :

o les céramiques techniques ou a hautes performances

e les céramiques courantes de type terres cuites ou béton, dites céramiques poreuses
dont les caractéristiques mécaniques sont beaucoup plus faibles

o les verres

e on y ajoute parfois les sels
La grande famille des polymeres est elle aussi découpée en sous familles :

« les polymeres techniques
e les élastomeres
¢ les mousses

e les bois

La famille des matériaux composites est tres hétéroclite car elle rassemble des matériaux
trés divers dans leur composition ou leurs propriétés.

Chaque famille ou sous famille de matériaux est elle-méme divisée en classes. Par
exemple les alliages d’aluminium sont une classe de la famille des alliages métalliques.
Les normes divisent les classes en sous classes en fonction de la composition détaillée
et des autres caractéristiques. Par exemple les alliages d’aluminium sont répartis en 8
sous classes. On parle par exemple d’alliage d’aluminium de la « série » 5000. Dans ces
sous classes on trouve les différents membres faisant ’objet d'une production industrielle
controlée. On trouve par exemple dans les alliages d’aluminium de la série 5000 le 5083-H2
dont la composition et les propriétés sont connues et données dans des bases de données.
Cet exemple est schématisé a la figure 1.16.
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Univers Famille Classe Sous-classe Membre Caractéristique

res 1000
ciers 5005-0
2000 Pt &
Alliages Cu | 3000 5005 -H4 aezsite
; . ; odule
Matériaux Metau¥ Alliages Al— 4000 5005-H6 Résistance
Polymeéres Alliages Ti | 5000 5083-0 Limite d'él
Elastomeres | aA11iages Ni | 6000 5083-H2— Tég;cité €Las.
; . 7000 5083-H4 s e
Composites | alliages Zn | gggg 5154-9 Conductivité
5154-H2 Dilatation

Oxydation
FIGURE 1.16 — Architecture de la classification des matériaux pour les ingénieurs.

Résumé

La classification ingénieur des matériaux :

o Alliages métalliques

o Céramiques

— Céramiques techniques
— Céramiques poreuses
— Verres

e Polymeres

— Polymeéres techniques

— Elastomeres

— Mousses de polymeres

— Bois
o Composites
La plupart des matériaux produits et donc utilisables par 'industrie porte un nom définit
par une norme qui précise la composition et éventuellement d’autres caractéristiques du

matériau. Ce matériau est un membre d'une sous-classe, incluse dans une classe, d’une
famille, dans I'univers des matériaux.
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1.5 Les bases de données matériaux et propriétés
d’usage

Il existe de nombreuses bases de données utilisées par les ingénieurs concepteurs pour
le choix des matériaux a utiliser dans leur application. Ces bases de données précisent pour
chaque matériau les propriétés d’usage. C’est essentiellement sur la base des propriétés
d’usage listées dans le tableau 1.1 que sont faits les choix de conception.

TABLE 1.1 — Principales propriétés d’usage des matériaux.

Type Nom Symbole | Unité
Général Cotit Cm
Densité Iy
Mécanique | Module d’Young E
Coefficient de Poisson %
Module de cisaillement 7 GPa
K
Oy
K

Module d’incompressibilité GPa
Limite d’élasticité MPa
Ténacité ite MPa.m?
Limite d’endurance Oe MPa
Résistance a la traction R, MPa
Coeflicient d’amortissement n -

Thermique | Conductivité thermique A WK Im™!
Diffusivité thermique D m?.s7!
Chaleur spécifique Cp JK 1 kg!
Température de fusion Ty K
Température de transition vitreuse T, K
Coefficient de dilatation thermique a K1
Résistance au choc thermique AT K
Résistance au fluage - -

Usure Coefficient d’usure d’Archard ka MPa~!

Corrosion | Vitesse de corrosion K mm.an~!
Constante de vitesse parabolique d’oxydation ky m?.s7!

Dans le cadre de ce cours nous utiliserons la base de données établie a 1’Université
de Cambridge par 1’équipe du Professeur Ashby. Nous donnons a titre d’exemple, au
tableau 1.2, I'information que I’on peut obtenir sur le titane. On trouve également une liste
de propriétés qualitatives a propos du titane, en particulier la résistance environnementale
associée aux conditions d’exploitation, Les usages typiques et des mise en garde tres
importantes relatives a la sécurité d’utilisation (cf. tableau 1.3).

Résumé

Le choix de matériau pour une application se fait sur la base des propriétés d’usage. Ces
propriétés d’'usage peuvent étre trouvées dans les bases de données matériaux.
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TABLE 1.2 — Principales propriétés d’usage du titane.

Type Nom Plage de valeurs | Unité
Général Dénomination Ti alloys
Eléments d’alliage Al, Zr, Mo, Si
Sn, Ni, Fe, V
Volume atomique 0.01-0.011 m3 kmol ™!
Cofit 24-65 €kg!
Recyclabilité 55-65 %
Densité 4360-4840 kg.m™3
Contenu énergétique 750-1250 MJ.m™3
Mécanique | Module d’Young 90-134 GPa
Coefficient de Poisson 0.35-0.37 -
Module de cisaillement 32-51 GPa
Module d’incompressibilité 100-176 GPa
Limite d’élasticité 172-1245 MPa
Ténacité 14-120 MPa.m?
Limite d’endurance 175-705 MPa
Coefficient de ductilité 0.01-0.4 -
Résistance a la traction 240-1625 MPa
Coefficient d’amortissement 1074-5x1073 -
Thermique | Conductivité thermique 3.8-20.7 WK Im™!
Chaleur spécifique 510-650 JK kg™t
Chaleur latente de fusion 360-370 K.kg™!
Température de fusion 1750-1955 K
Température max en service 570-970 K
Température min en service 0 K
Coefficient de dilatation thermique | 7.9 x 107%-11x 1076 | K~!
Electrique | Résistance 41.7-202 1078 x Q.m

TABLE 1.3 — Informations additionnelles & propos du titane.

Résistance environnementale

Usages typiques

Inflamabilité

Eau douce

Eau de mer
Solvents organiques
Oxidation a 500°C
Acides forts

Bases fortes

Acides faibles
Bases faibles

uv

Mise en garde

Tres bonne
Tres bonne
Tres bonne
Tres bonne
Bonne

Bonne

Bonne

Tres bonne
Tres bonne
Tres bonne

Pales de turbine de moteur d’avion

Applications en aérospatial
Génie chimique
Echangeurs thermiques
Bio-ingénieurie

Meédical

Sous forme de poudre : tres inflammable et irritant si ingéré
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1.6 Exercices

Exercice 1. On considére 2 atomes, de méme masse m, dont la liaison est déterminée
par I’énergie interne suivante :
U =Ui- 5
r=U;,- -
" Amegr 17
Ot e=16x10"1 C et €9 =8.85x 1072 F.m~!. On suppose qu’il n’y a pas d’agitation
atomique (i.e., thermique, donc on est au zéro absolu T =0 K) et on suppose de plus
qu’il n’y a pas de forces extérieures exercées sur ces atomes. Dans ces conditions on peut
postuler que la position d’équilibre minimise 1’énergie interne.

1) a) Calculez la distance a entre les deux atomes au repos (température au zéro
absolue) en fonction de e, €, B.
b) La distance a est mesurée et a=~2.52x 107! m . Déterminez B en fonction de
a,e, ey et exprimez U en fonction de Uj, a, e, ey, 1/ a.

2) On exerce un couple de forces opposées, d’intensité F, pour écarter les atomes de leur
position d’équilibre. Dans ce cas, la distance interatomique a 1’équilibre minimise
I’énergie potentielle U(r)Fr.

a) Déterminez la relation non linéaire entre F et r/a.

b) On note d (pour « déplacement ») la variation de la distance interatomique
a partir de la position d’équilibre, r = a+ d. Développez au premier ordre la
relation entre F et d/a.

¢) On considére maintenant un matériau cristallin. Nous supposerons qu’'une
« section » de ce matériau est constituée d’'un assemblage régulier de (N +
1) x (M +1) atomes disposés suivant un réseau surfacique de maille carrée de
coté a. (La surface de la section considérée est donc S= N M a?). On suppose
évidemment N et M tres grands. Pour simplifier I’analyse nous ne prendrons
en compte que les interactions de deux atomes en vis-a-vis dans deux réseaux
paralleles. Nous avons ainsi (IV +1) x (M + 1) forces paralleles exercées sur une
section du matériau. En vous appuyant sur le développement au premier ordre
de la force interatomique en fonction de la variation de distance interatomique
déterminez ’expression du module d"Young du matériau cristallin ainsi mo-
délisé et donnez sa valeur numérique.

3) On revient a la paire atomique. On écarte les atomes de leur position d’équilibre et
on note dmax le maximum de 1’écart a I’équilibre de la distance interatomique ainsi
obtenue. On lache ensuite les atomes sans vitesse initiale et sans force extérieure.
La paire atomique se met alors a vibrer dans son référentiel barycentrique et I’écart
a la position d’équilibre oscille entre une valeur dmin et dmax (01 dmin est différent

de —dmax)-

a) En considérant une approximation au troisiéme ordre en d/a de 1'énergie in-
terne, déterminez une relation entre la « variation médiane de distance entre
les atomes par rapport a 1’équilibre » :

d—: dmax;‘dmin £0
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et la « demi amplitude de 'oscillation »

2
b) On sait relier la température absolue macroscopique T d’'un matériau a la
moyenne de I’énergie cinétique microscopique de ses atomes dans le référentiel
barycentrique et donc a A, la moyenne du carré de 'amplitude d’oscillation de
ses atomes. On a T = C A% (ou C est inversement proportionnel a la constante
de Boltzmann). A partir du modele bi-atomique ci-dessus estimez le coefficient
de dilatation thermique du matériau cristallin.

Exercice 2. On considére le réseau atomique plan ci-dessous. Pour simplifier I'analyse
nous supposerons qu’'un atome n’a d’interactions qu’avec ses plus proches voisins. L’éner-
gie interne d’interaction entre deux atomes est la suivante en fonction de la distance

interatomique r.
2
e ay 1ap\”
omu- ()
Amwegap\r T\ r

Ot e=16x10"19C, g =8.85x10712 Fm™! et ay =3 x 107! m. On suppose qu'il n’y a
pas d’agitation thermique. On allonge le réseau dans les directions e, ou e, Au repos, la
distance interatomique est uniforme et vaut ag. Apres déformation le réseau est caractérisé
par deux parametres, a la distance interatomique pour les atomes situés sur une droite
parallele a e, et b la distance interatomique pour les atomes en « oblique ».

1) Calculez, en fonction de a et b, I’énergie interne d'un « triangle » constitué de
trois atomes (cf. figure). Attention, il ne faut compter que la moitié de 1’énergie
d’interaction entre chaque couple d’atomes, l'autre moitié comptant pour le triangle
adjacent.

2) On impose dans cette question la valeur de a en allongeant le réseau suivant e_.

a) Déterminez, en fonction de ay,e, €, a, la valeur de b qui minimise I’énergie
interne du « triangle », donc 1’énergie surfacique du réseau.

b) Commentez en faisant le lien avec v le coefficient de Poisson transverse sous
allongement longitudinal d’un matériau cristallin lorsque :

a—ay

Ex= <1

ap

c) Exprimez W(e,) la densité volumique d’énergie interne dans le cas des petites
déformations (cf. équation précédente), sous la forme :

1
Wi(ey) =Cste+ EEZ {:‘i

Ou E; est le module longitudinal du matériau et donnez ’expression de Ej.

3) On impose dans les questions suivantes la valeur de :

ha,b) =1/ b2 — (5)2 - h

en allongeant le réseau suivant e, On note que h(ag, ag) = hy = (V3/2) ap.
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a)

Déterminez, en fonction de ag,e,€g, h, les valeurs de a et b qui minimisent
I’énergie interne du « triangle », donc I'énergie surfacique du réseau sous la
contrainte(mathématique) C(a,b) =, h(a,b—h =0. On notera F le multiplica-
teur de Lagrange de cette contrainte pour des raisons qui apparaitront plus
loin. On écrira les équations dans le cas général puis on résoudra sous les
hypotheses simplificatrices suivantes :

a—day

Ex:a—o<<1 et &p=

b—(l() _ h—h(]
o<1 et gy=72 <1 (1.7)
Commentez en faisant le lien avec vy, le coefficient de Poisson longitudinal
sous allongement transverse d’un matériau cristallin, puis comparez avec la
valeur trouvée lorsque I’élongation est imposée suivant e, et commentez ce
résultat en faisant une conjecture sur les symétries du matériau.

4) On consideére un matériau cristallin constitué d’'un empilement de plans atomiques
paralleles, identiques a celui étudié ci-dessus. La distance entre ces plans (mesurée
suivant e, la normale aux plans) est ¢. On se place dans le cas d'une élongation
imposée suivant e, (cf. question précédente).

a)

c)

En identifiant le sens physique de F, le multiplicateur de Lagrange dans la
question 3), et en vous placant dans une hypothese de petites déformations
(i.e., dans I'hypothese (1.7)), donnez au premier ordre, la relation entre o, la
force surfacique de traction sur le matériau (nécessaire pour allonger celui-ci
dans la direction e)) et F.

En exploitant les équations de la question 3, donnez la relation (linéaire en pre-
miere approximation) entre le multiplicateur de Lagrange F et la déformation
Ey.

Déduisez en une expression du module d’Young du matériau cristallin dans la

direction transversale e, .

5) On reste dans la situation des questions 3 et 4.

a)

b)

Exprimez en fonction de €, la densité volumique d’énergie interne W(e,) dans
le matériau sous la forme

|
Wi(ey) =Cste+ EEl£y+---

Retrouvez I'expression du module transversal trouvée a la question 4.

1.7 Solutions

Solution 1.

1)

ou e? B

a) = -7—
or dmega®  ab
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e? a 1ia\’
=0 a3 17
4mega\r 7 \r

F-aU(r)— e? 7B 3 e? ((a)Z (a)B)
Cor 7 Amegr? 18 4Amega® \\r r
6e’d
F =~
Amey ad

La « déformation longitudinale » du matériau est d/a. La « contrainte » est la force
surfacique. Elle est égale & (N+1)(M +1)F/(NMa?). Elle peut étre approchée par
Fla? car N et M sot trés grands. L’estimation du module d’Young est le rapport
de la « contrainte » sur la « déformation », soit :

3e?
E ~
27meg at

On a donc E =340 GPa. A titre de comparaison, le module d’Young de I'acier est
E =210 GPa et celui de 'alumine est E =366 GPa.

Lorsque d = dpin, I'énergie cinétique du systéme est nulle, donc U(dmin) = U(dmax),
soit :

2 7 2 7
¢ 1 1 1 g 1 1 1
Codmega(14dum 7\14dm | |70 dmegal|y 4 dom 7|14 o

En simplifiant et en approchant ces expressions au troisieme ordre en d/a on ob-
tient :

1— drmn (dmin)z_ (dmin)g_l(l_,?dmin +28(dmin)2_84(dmin)3) ~
a a a 7 a a a
l_dmax (dm )2_(dmax)3_l(1_7dmax+28(dmax)2_84(dmax)3)
a a a 7 a a a

Soit :

_3(dmin)2+ 11 (dmin)3 ~ _3(dmax)2+11 (dmax)3
a a

Ce qui s’écrit apres factorisation :

(dmax dmin) 3(dmax drnin) ((dmax)2 Amin dmax (dmin)z)] _
+ -11 + + =0

a a a a a a? a
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En utilisant dmayx = d+ A et dmin = d — A on obtient :

d A (d\
6—=11||=+3[=
a a a
Comme d/a < 1, on trouve :
d~11(A)2
a 6\a

On peut relier la température absolue du matériau, au carré de 'amplitude de
loscillation de ses atomes (T = C A?). La dilatation thermique du matériau, pour
une augmentation de température de AT, peut étre approchée par la variation de
dla, soit e"=A(d/a). Or on a :

A)\2

[2)

dy 11 11
Al—|=—A
Le coefficient de dilatation thermique a est donc approché par :

= 6Ca2AT

a 6

11
6C a?

~

Solution 2.

oU e? ap\2 (ap\8

_— = J— —_ | — = O =

ob 47'[6000((19) (b)) m
La « hauteur » du réseau suivant e, est h(a) = \/ a5 — (al2)?. La déformation lon-
gitudinale est donnée par €, = (a— ap)/ap. La déformation transversale est donnée
par €y = (h(a) — h(ag))/h(ag). Pour déterminer le coefficient de Poisson transverse
sous allongement longitudinal on étudie pour les petites valeurs de €y :

€y _ h(ap) —h(a) ap

Ey h(ap) a—ay

Comme h(ag) = apV/3/2 et alag=1+¢,, on a :

€y 4 a \? 1 2 11 1
e 1 VE U g =V 3 5 s
Ex ao a0 €x

On a donc 'approximation :

~

Vyx —

W =
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Le volume de la maille élémentaire est (v/3/4)c ag. L’énergie interne dans cette maille

est :
2 2

3 e 6 e ap 1 ag\7
U(a,ayg) = -U; — - — ___( )
2 dmegag 7 8meg ag 7\a

En posant a/ag=1+¢€,, on a :

2
Uey) =Cste—

1
l—g,+e2-=(1-7¢ +28£2)
8ﬂeoao( T 7( * x)

Soit encore :
2

3e 5
U(ey) =Cste+ £
8mey ag

Ainsi la densité volumique d’énergie interne est :

3e?
Wi(ey) = Cste+ v3 ei
271'€an

Le module d’Young longitudinal est donc :

V3e?

meg agc

Nous devons minimiser 1’énergie interne :

3 e? a 1 ag e? ap 1 ap\7
U(a,b)=-U; - — === ——=
(a,0) 2! 4ﬂ60a0(b 7(10)) 87r€0a0( 7(a))

Sous la contrainte (mathématique) C(a,b) = v/b?—(al/2)?—h=0. Notons F le mul-
tiplicateur de Lagrange de la contrainte. Le triplet (a, b, F) est donné par les trois
équations suivantes :

oU_aC
oa da
oU_oC _
ob ~ ob
C(a,b) =
Ce systeme s’écrit apres calculs :
2 2 8
ANES T N
8megag \ a a 4 bz—(ﬂ)z
2
e? apg\2 (ap\8 b
< 4mey a? ((?) _(?) )_F 70
0% 0
a\2
2 _(£) =
b (2] 0



Ce qui s’écrit plus simplement : « trouvez le triplet (a, b, F) vérifiant » :

e? ( apg\2 (ap\8\ Fa
2~ (2]-Ee-o

8regai \\ a a 4h
e? ap\2 (ap\8 b
{ el ()2

4megag \\ b b h
() ) =3 aveen=7
—| ==[—]| ==|-—]| avechy=—ap
ap 4\ ay 4\ hy 2
Sous les hypotheses simplificatrices £, < 1,£;, < 1 et £}, < 1 ceci se réécrit au premier
ordre : « trouvez le triplet (a, b, F) vérifiant » :

6e” s F 0
87eq ab 2V3 _
—_—,— — =
Aeg aj b V3
1
26p— —Ex = —€
bm ot T oty
On en déduit :
Ex:_ggy
Ainsi on a : )
'nyzg

Nous venons de démontrer qu'’il y a égalité entre vy, le coefficient de Poisson longi-
tudinal sous allongement transverse et vy le coefficient de Poisson transverse sous
allongement longitudinal. En fait le résultat est plus général et 'on peut montrer
que le réseau périodique plan formé de mailles triangulaires équilatérales est iso-
trope, ce qui veut dire que le coefficient de poisson serait identique pour toutes les
directions de traction simple.

La contrainte du probléeme de minimisation sous contrainte ci-dessus a la dimension
d’une longueur. Le multiplicateur de Lagrange a donc la signification d’une force
exercée au sommet « haut » de la maille élémentaire (elle crée 'allongement imposé
de la cellule élémentaire). Cette force est équilibrée par deux forces de module
F/2 et de sens opposé, aux deux autres sommets de la maille élémentaire. Si nous
considérons une surface rectangulaire de dimensions N ay et Mc, la force orientée
suivant €, agissant sur cette surface est (M+1)(N+1)2F. Le coefficient 2 dans cette
expression, vient du fait que dans I'assemblage des mailles, chaque noeud est le lieu
de trois forces, la premiere de module F les deux autres de module F/2. La force
surfacique est donc :

2F
g, =—
Y apcC
3N ’ . \ : 6@2 F _ —
La premiere équation du systeme de la question 3 est Breo a2 Exts 3= 0, avec €4 =
—(1/3)€y on trouve :
V3e?
F= 5€y
2megag
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On en déduit :

Vv3e?
oy = €
Y e agc
Le module d’Young transversal est donc :
V3e?
E; = 3
ey ayC

5) Rappelons I'expression de ’énergie d’une maille plane :

3 e? a 1 ag 7) e? (ao 1/ay 7)
U(a,b)==-U; - — === |- ——=(—
(a,D) 27! 4neoa0(b 7(b) 8megap \ a 7(a)

Dans le cas de petites déformations, elle se réécrit au deuxieme ordre :

eZ 2

3 2 1 2 2 1 2
Utex,ep) = 5 Ui= 1—6b+6b—§(1—7£b+28£b) - 1—£x+£x—§(1—7£x+28£x)

4meg ay 8meg ag

Soit encore :
3¢ , 3¢

€+ £
4meq ag 8meg ag

Uley,ep) =Cste+

Comme on a montré que £, =—(1/3)e), et €, = (2/3)€y, on a :

Ule,) = Cste+ —2 g2
Ey)=0CSsTe E
y 8megag

Le volume unitaire d’'une maille étant (\/§/4)ca§, la densité volumique d’énergie
interne est donc :

3e?
Wi(ey) = Cste+ v3 3 ei
2meg ay ¢

Le module d’Young transversal est donc :

v3e?

ey az ¢

E =

Nous retrouvons bien I'expression de la question 4.

Remarque : Compte tenu du commentaire fait plus haut sur la nature isotrope de ce
réseau, nous ne sommes pas surpris de constater que le module d’Young longitudinal
est égal au module d’Young transversal.
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Dans notre expérience quotidienne on constate que les objets soumis a des efforts
changent de forme. La modélisation de la relation entre les efforts appliqués et le chan-
gement de forme (jusqu’a la rupture) est le souci principal de l'ingénieur concepteur
et l'objet de la discipline scientifique appelée Mécanique. Nous appellerons ci-dessous
« famille d’objets » une collection d’objets ayant certaines caractéristiques communes (le
plus souvent géométriques) ayant des conséquences importantes sur la description que
I’on peut en faire. Par exemple les objets ayant comme caractéristique commune d’avoir
une de leurs dimensions beaucoup plus petite que les deux autres sont appelés des coques.
L’objectif de ce chapitre est de sensibiliser le lecteur au fait qu'une méme famille d’objet
peut, le plus souvent, étre décrite (modélisée) de multiples maniéres suivant I'information
que 'on souhaite obtenir. Tous ces modeles de I'objet possédent une méme structure. La
méthode générale de modélisation proposée ici permettra de bien mettre en évidence cette
structure commune a tous ces modeles. Nous insisterons sur le fait que le modélisateur a
la liberté (et la responsabilité) de faire des choix fondamentaux pour la description de la
famille d’objets qui I'intéresse. La méthode le guidera dans la construction d’'un modele
cohérent. Cependant la cohérence de son modele mécanique de la famille d’objets ne ga-
rantie pas la pertinence de ces choix. Celle-ci doit étre jugée en fonction de 'efficacité de
la modélisation pour répondre aux questions qui ont motivé la construction du modele
mécanique.

La construction d’un modele de mécanique comprend trois niveaux. Le premier niveau
comporte une description géométrique et cinématique des objets de la famille considérée
et de leurs mouvements. Il permet de mettre en évidence les concepts de « déformations »
qui résultent des choix effectués pour décrire la géométrie des objets et leurs mouvements.

Le second niveau comporte une description des efforts. Celle-ci doit étre faite de
maniere cohérente avec la description géométrique et cinématique du premier niveau. La
méthode retenue pour assurer cette cohérence est celle des puissances virtuelles qui permet
la construction des concepts de « contraintes » par dualité avec ceux de « déformations ».
L’expression du principe des puissances virtuelles permet alors I’écriture des équations
d’équilibre du modeéle.

Le dernier niveau du modele est celui dans lequel apparaissent les matériaux constitu-
tifs des objets de la famille. Nous allons donc y parler de comportements des matériaux,
c’est-a-dire de relations entre les histoires de déformations et de contraintes. Ces rela-
tions de comportement doivent permettre de respecter les premier et second principes
de la thermodynamique. Ce troisieme niveau est donc un niveau de thermodynamique et
comportement.

Comme on peut le constater ci-dessus, dans la construction du modele mécanique,
la description du matériau n’intervient qu’au dernier niveau. Ainsi la description de son
comportement est compléetement dépendante des choix faits pour décrire géométrique-
ment et cinématiquement la famille d’objets considérés. On prend ainsi conscience du
fait que l'on fait implicitement référence a un modele, lorsque dans la vie courante de
I'ingénieur on parle par exemple du comportement d’un acier. Ce modele est celui de
Cauchy qui sera développé au chapitre suivant.

Si certains lecteurs peuvent, a 1'occasion de la lecture de ce chapitre, perdre I'illusion
que la modélisation classique tridimensionnelle de Cauchy des objets est une « Vérité
Absolue » dont les autres modeles de I'objet (par exemple, le cas échéant, modele de
plaque ou de poutre) sont des simplifications, plus ou moins efficaces et pertinentes, un
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objectif majeur du chapitre sera atteint. Le modele de Cauchy a cependant prouvé une
plage de pertinence tres large dans les applications des ingénieurs. Il est ainsi légitime de
le considérer comme un modele privilégié. C’est donc le modele qui sera retenu pour les
chapitres suivants et les comportements des matériaux seront décrits dans le cadre de ce
modele. Les trois paragraphes de ce chapitre abordent successivement les trois niveaux
de la construction d’un modele de mécanique.

2.1 Qu’est-ce qu’un modele de mécanique

2.2 Niveau 1 : Géométrie et cinématique

Dans ce paragraphe nous présenterons tout d’abord les choix fondamentaux pour
décrire la famille d’objets puis ceux pour décrire le mouvement et la cinématique de ces
objets.

2.2.1 Description de la famille d’objets

Cette description se fait a I’aide de quatre choix fondamentaux.

1
2
3
4

Famille géométrique de 1'objet
Nombre de particules de matériaux

Microstructure des particules

)
)
)
) Liaisons internes

Choix 1 : Famille géométrique de 1’objet

Dans la suite nous aurons besoin de la notion de variété différentielle, pour donner
une idée de ce qu’est un domaine de mécanique noté Q; (ou ¢ réfere a l'instant actuel
ou ce domaine déformable est considéré), du point de vue mathématique. Cette notion
renvoie a une branche des mathématiques tres vaste : la topologie. Il ne s’agit évidem-
ment pas ici d’introduire tous les concepts utiles pour définir rigoureusement la notion
de variété différentielle s’appuyant sur la notion d’atlas. Nous renvoyons les lecteurs in-
téressés a un cours de topologie différentielle. Dans cette présentation, nous préférons
une présentation intuitive, qui résume les propriétés utiles des variétés différentielles. Les
variétés différentielles sont intuitivement des « espaces courbes » localement assimilables
a un espace euclidien (de dimension n dans le cas général). Ainsi les variétés différentielles
sont caractérisées par leur dimension. Dans notre cas, puisque la tres vaste majorité des

domaines sont considérés dans une espace tridimensionnel R3, la dimension de la variété
peut étre 1, 2 ou 3. Par exemple une sphere est localement transformable en un plan (loca-
lement homéomorphe a un plan), on dit alors qu’une sphere est une variété de dimension
2. Prenons un exemple, les ouverts de R® sont des variétés différentielles (particulieres),
comme les boules ouvertes, les ellipsoides ouverts, les cubes ouverts etc. Pour les variétés
de dimension inférieures (1 et 2), on considere tres généralement des variétés différentielles
plongées dans R®, comme les sphéres, les tores, les surfaces implicites (f(x,y,z) = 0) etc.
Un point tres intéressant est la possibilité de définir des applications différentiables du
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type ¢: Qo — Q; (ot Qo et Q; sont deux variétés différentielles de méme dimension), ce
qui va nous permettre de définir la transformation du domaine entre deux instants. De
plus, la plupart des opérations de calcul différentiel et intégral sont applicables sur ces
constructions topologiques.

A un instant ¢, un objet occupe un certain domaine dans I’espace Euclidien. On peut
toujours « voir » ce domaine occupé comme un volume tridimensionnel, mais cette « vi-
sion » de 'objet peut, pour certaines familles d’objets et certaines applications, étre trop
fine. Par exemple un objet, dont 'une des dimensions (disons 1'épaisseur) est beaucoup
plus petite que les deux autres (un objet de la famille des coques), peut avantageusement
étre « vu », c’est-a~-dire modélisé, comme une surface plutot que comme un volume 3D.

Moins fin Plus fin
1D : Milieu curviligne 2D : Coque : Volume

e
O d

FIGURE 2.1 — Schéma de la famille géométrique de 1’objet.

Cette modélisation mois fine de I'objet présente de nombreux avantages, en particulier
en diminuant la dimension de la variété différentielle, dans laquelle les champs mécaniques
inconnus seront introduits, de 3 a 2 (cf. figure 2.1). En revanche, il est clair qu’une partie de
I'information, notamment au bord de la coque, sera perdue par rapport a une modélisation
3D. Nous aurions pu prendre ’exemple d'un objet dont deux dimensions sont petites par
rapport a la troisieme (objet de la famille des milieux curvilignes). Le plus souvent il est
préférable de modéliser le domaine occupé par les objets de cette famille, a I'instant ¢,
par une courbe dans ’espace Fuclidien plutét que par un domaine tridimensionnel. La
variété différentielle, support des champs mécaniques inconnus, sera alors de dimension
1 au lieu de 3.
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On voit ainsi que le premier choix fondamental que doit effectuer le modélisateur d’une
famille d’objets est la dimension de la variété différentielle qui sera le support des champs
mécaniques qui seront introduits. Un élément (ou un point) de cette variété différentielle
est appelé un point de matiére (ou point matériel). Nous avons vu ci-dessus que cette
variété peut étre 3D, quelquefois 2D (coques, plaques, etc.) ou 1D (milieux curvilignes,
poutres, arcs, etc.). Dans certains cas exceptionnels le modélisateur peut avoir intérét a
choisir de représenter les champs dans une variété différentielle de dimension supérieure
a 3. Nous donnerons plus loin I'exemple d'un modele de polycristal métallique, qu’il
peut étre utile de représenter a I'aide d’une variété différentielle de dimension 6, produit
cartésien de 'espace euclidien classique et de la variété différentielle SO3, représentative
de I'ensemble des rotations. Cette « vision » de I'objet permet de prendre en compte la
rotation des orientations des différents cristaux, ce qui dans certaines applications est
essentiel pour décrire 1’évolution de la forme de 'objet sous chargement (texturation du
matériau).Le modélisateur a, bien sir, intérét a choisir la modélisation la moins fine,
compatible avec I'information qu’il cherche a obtenir sur son objet et son évolution sous
chargement.

Choix 2 : Nombre de particules de matériaux

Intéressons nous maintenant a un point de matiere dans la variété différentielle mo-
délisant 1’objet considéré. Dans de nombreux modeles d’objets on trouve, en ce point de
matiere une seule particule. Mais ce n’est pas toujours le cas. Considérons par exemple
un massif de sol saturé en eau. La variété différentielle support des champs mécaniques
sera choisie de dimension 3. On trouve, en chaque point de matiére une particule solide
appelée squelette et une particule de fluide. L’eau pouvant s’écouler a travers le massif de
sol, la cinématique de ces deux particules est différente. ()On peut noter que la cinéma-
tique respective de chaque particule permet d’introduire des efforts d’interaction entre le
particules comme des efforts de filtration de ’eau dans le squelette). Nous avons ainsi a
construire un modele qui comprend deux particules en chaque point de matiere.

Considérons un autre exemple, celui d'un massif de béton soumis a un chargement
thermique important (incendie). Dans ces conditions de chargement une partie des hy-
drates de la pate de ciment se décompose, donnant lieu a un champ de pression de vapeur
¢élevé dans le matériau pouvant conduire a la condensation sous forme liquide de cette
vapeur d’eau. Ainsi, les modélisations les plus pertinentes de ces objets, soumis a ces
chargements, comprennent quatre particules en chaque point de matiere dans une variété
différentielle, support des champs mécaniques, de dimension 3 :

 La particule solide (squelette)

o Une particule d’eau liquide

e Une particule d’eau vapeur

e Une particule d’air dit « sec »

Considérons maintenant un troisieme exemple. Il s’agit d'une plaque en matériaux
composites réalisée par un empilement de couches de fibres de carbone de 100 pm d’épais-

seur. Les dimensions typiques de ces objets sont de l'ordre du metre en largeur et en
longueur alors que I’épaisseur est de l'ordre du millimetre. On voit qu’il est tentant de
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choisir une variété différentielle de dimension 2 (surface) pour modéliser 1'objet. Si I'un
des points qui préoccupe le modélisateur est le risque de décollement entre les couches
(délaminage) il est important de conserver une individualisation de chacune des couches,
méme dans une modélisation surfacique de ’objet. Le modélisateur est ainsi amené a choi-
sir un modele surfacique comprenant autant de particules en chaque point de la surface
qu’il y a de couches de fibres de carbone dans I’épaisseur de 1'objet. Nous avons donc un
modele 2D a n particules par point de matiere (n étant le nombre de couches). On voit
ainsi que le deuxieéme choix fondamental que doit effectuer le modélisateur d’une famille
d’objets est le nombre de particules par point de matiere. Ce choix est en relation directe
et évidente avec le nombre des champs mécaniques qui seront introduits dans la variété
différentielle modélisant 1’objet. On dit que plus un modele comporte de particules plus
il est complexe. Moins il en comporte, plus il est simple (cf. figure 2.2).

Moins complexe Plus complexe

< >

1 particule n particules

FIGURE 2.2 — Schéma représentant le nombre de particules par point matériel.

On voit facilement que ce choix est en relation directe avec 1’échelle a laquelle on
souhaite décrire les phénomeénes. Par exemple dans la modélisation du sol saturé, si 'on
retient une tres petite échelle, on pourra distinguer la position dans I’espace des particules
fluides et des particules solides, les particules fluides occupant ’espace poreux entre les
grains de sol. Un modéle mono-particulaire peut a cette échelle convenir, mais il s’agit
alors de décrire chacun des grains de sol du massif. On voit bien que cette échelle n’est,
le plus souvent pas pertinente pour I'ingénieur concepteur d’un ouvrage en sol. Elle peut
par contre convenir au chercheur qui cherche a expliquer la génération des surpressions
de fluide induites par le cisaillement cyclique du sol entrainant quelquefois la liquéfaction
de celui (en cas de séisme par exemple). Ainsi, en fonction de ce qu'un point de matiére
est censé représenter (cf. figure 2.3) on choisira un nombre plus ou moins important de
particules.

L’exemple de la plaque en matériaux composites illustre clairement le fait que les
choix de dimension de la variété différentielle décrivant I'objet et du nombre de particules
sont liés. Il est évident que si nous avions considéré la plaque comme un objet 3D, il
aurait été possible de considérer un modele plus simple (mais plus fin), mono-particulaire.
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FIGURE 2.3 — Schéma représentant diverses structure microscopiques représentées par un point
de matiere.

Il faut donc peser, dans ses choix de modélisations, les avantages et les inconvénients
relatifs d’'une modélisation 3D mono-particulaire avec ceux d’une modélisation 2D multi-
particulaire. La pratique (les éléments finis) montre que, le plus souvent, il est préférable
de privilégier le choix d’une plus petite dimension de la variété différentiel, méme si
cela induit une plus grande complexité du modele (cf. figure 2.4). Ainsi le modele 2D
multi-particulaire est beaucoup plus efficace pour décrire et prévoir les phénomenes de
délaminage que le modele 3D mono-articulaire. Pour nous en convaincre considérons
la discrétisation par éléments finis de chacun des modeles. Considérons une plaque de
1 mx1 m constituée de 10 couches. L’épaisseur de chaque couche est de I'ordre de 100 pm.
Souvenons nous qu’'un « bon » élément fini 3D est a peu pres cubique. Pour voir a peu
pres correctement les phénomeénes aux interfaces entre les couches il faut au minimum 3
éléments dans ’épaisseur de chaque couche. Le nombre d’éléments 3D nécessaires pour
modéliser, par éléments finis, la plaque de 1 mx1 m, dans une modélisation 3D mono-
particulaire, est alors de 3x10%. Avec des éléments finis cubiques a 8 noeuds, cela conduit &
environ 3 x 10 nceuds. (Chaque neeud appartient a 8 éléments en général). Chaque nceud
a 3 degrés de liberté. Nous avons donc un probléme discrétisé avec 9 x 10% inconnues.
En revanche, une modélisation 2D multi-particulaire autorise des mailles centimé-
triques. Le nombre d’éléments nécessaire est donc de 10*. Si nous choisissons des élé-
ments surfaciques a 4 nceuds, nous aurons 10* nceuds. (Chaque nceud appartient & 4
éléments en général). Compte tenu de la complexité plus grande du modele 2D multi-
particulaire, chaque noeud a 21 degrés de liberté. (Chaque particule de couche peut se
mouvoir indépendamment des particules des autres couches dans le plan de la plaque.
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Toutes les particules ont le méme mouvement normalement au plan de la plaque. Il y a
donc 2n+ 1 degrés de liberté par point de matiere ou n est le nombre de couches). Nous
avons donc un probléme avec 2,1 x 10° inconnues. La comparaison des 9 x 10? inconnues
du modele discrétisé 3D mono-particulaire avec les 2,1 x 10° inconnues du modele discré-
tisé 2D multi-particulaire explique clairement D'efficacité plus grande du modele le plus
complexe. Ajoutons que les modeles plus complexes mais moins fins se prétent beaucoup
plus facilement a la recherche de solutions analytiques qui ont une grande importance
pour comprendre les phénomenes ou pré-dimensionner les structures.

Plusieurs particules
par point de matiére

covte

R

vavlated
2L

X
2
o,

Modélisation plaque 2D multiparticulaire Modélisation Cauchy 3D
On capture les efforts d'interface On capture les efforts d'interface
Incalculable

FIGURE 2.4 — Schéma représentant une modélisation par éléments finis d’un modeéle 2D multi-
particulaire et d’un modele 3D mono-particulaire.

Choix 3 : Microstructure des particules

Dans tous les exemples vus ci-dessus, une particule peut étre considérée comme un
point et la vitesse de la particule, pour la description des mouvements, est un vecteur.
Ce n’est pas toujours le cas. Considérons par exemple une poutre. Si nous souhaitons
faire un modele unidimensionnel de la poutre, nous pouvons considérer qu’il n’y a qu’une
particule par point de matiere de la poutre dans le milieu curviligne modélisant la poutre.
Une particule est alors une section de cette poutre. Nous verrons plus loin que si l'on
considere cette particule (section) comme un simple point, il ne sera pas possible que
I’objet mécanique ainsi construit ait une raideur en flexion. Nous aurions un modele de fil
et non de poutre. Si nous voulons conférer au modele de la poutre une raideur en flexion,
il est nécessaire de considérer la variation de la rotation de chaque section (courbure)
le long de la poutre. Ainsi on voit que la section ne doit pas étre considérée comme un
simple point mais comme un micro-objet, de dimension 2, orientable. Nous disons que la
particule a une microstructure d’objet rigide 2D orientable. Pour des raisons similaires
(raideur en flexion) les particules d’une plaque ou d’une coque ont une microstructure

d’objet rigide 1D orientable. L’orientation initiale de la microstructure de la particule est
généralement perpendiculaire a la surface de la coque ou de la plaque. Cette propriété
n’est pas forcément conservée apres déformation de 1'objet.

Dans les deux exemples ci-dessus la microstructure des particules est liée a une ou
deux dimensions de la matiere non prise en compte dans la variété différentielle modélisant
I'objet. (La section d’une poutre 1D est une particule & microstructure d’objet rigide a
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deux dimensions, la particule d’'une coque 2D est un objet rigide & une dimension). Il
n’en est pas toujours ainsi et la microstructure d’une particule peut étre liée a d’autres
phénomenes que 'on veut décrire et qui se produisent a une échelle géométrique inférieure
a celle a laquelle nous souhaitons batir notre modele de la famille d’objets. C’est le cas
de modeles de cristaux liquides ou de modeles de matériaux cristallins. Les modeles de
ces objets sont construits a l'aide de particules orientables, dont I'orientation traduit une
propriété a I’échelle atomique (orientation du réseau constitué par les atomes du cristal
par exemple). Ainsi il est possible de concevoir un modele 3D constitué de particules
rigides orientables. Ce tres beau modele a été imaginé des 1909 par les freres Cosserat.

Tous les modeles a microstructure, dont nous avons parlé plus haut, sont composés
de particules & microstructure rigide orientable. Ce n’est pas toujours le cas et il existe
quelques (rares) modeles dans lesquelles les particules peuvent subir des déformations
a une échelle inférieure a celle du modele de I'objet. La description de la déformation
des particules est alors assez lourde et difficile et 'on ne retient généralement qu’une
description avec peu de parametres de déformation des microstructures des particules.
Ces déformations sont « indépendantes » des déformations subies par la matiere elle-
méme. Nous ne citerons ici que le modele de poutres a ame mince dont les « sections »
se déforment hors de leur plan lorsque 'objet subit une flexion ou une torsion. Cette
déformation est prise en compte dans un modele curviligne 1D par une microstructure
déformable de la section, la particule section subit un gauchissement (cf. figure 2.5). Cette
déformation est vue, d'un point de vue du modele au niveau de la description géométrique
et cinématique, comme une grandeur indépendante des déformations subies par le milieu
curviligne.

FIGURE 2.5 — Poutre a paroi mince présentant un gauchissement.

On voit ainsi que le troisieme choix fondamental que doit effectuer le modélisateur
d’'une famille d’objets est celui de la microstructure des différentes particules de son
modele. Ce choix est en relation directe et évidente avec la nature des champs mécaniques
qui seront introduits dans la variété différentielle modélisant 1’objet. On dit que, plus un
modele comporte de particules a microstructure rudimentaire, (point par exemple) plus
il est pauvre. Plus la microstructure des particules permet d’inclure de I'information sur
les phénomeénes qui se produisent a une échelle inférieure, plus le modele est riche (cf.
figure 2.6). Plus particuliérement, un modele dont les particules ont une microstructure
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déformable est souvent appelé un modele enrichi (par rapport & un modele assez similaire
mais dont les particules ont une microstructure rigide).

Pauvre Riche
Point Objet rigide Objet déformable (rare)
e Fil (1D, 1P) - ~Poutre (1D, 1P orientée) me= ~Poutre enrichie

Membrane (2D, 1P)

Milieu de Cauchy (3D, 1P) I Plaque (2D, 1P orientée)
Milieu de Biot (sol) (3D, 2P)IIII

Béton (3D, 4P) Composite (2D, nP orientées)

(1D, 1P orientée déformable)

o7 Cosserat (3D, 1P orientée)

FIGURE 2.6 — Schéma représentant le niveau de microstructure des particules.

Attachés aux modeles les plus utilisés on trouve les noms de Cauchy, Biot et I'un
des fréres Cosserat. Ce sont tous des anciens éleves de I'Ecole Nationale des Ponts et
Chaussée (ENPC). Ceci marque clairement le rdle essentiel joué par PENPC dans la
création et le développement de la mécanique des milieux continus. Nous verrons plus
loin d’autres noms d’anciens de 'ENPC qui se sont rendus célebres par leurs travaux
dans cette discipline scientifique.

Avant d’étudier le quatriéme choix fondamental que doit effectuer le modélisateur
pour construire le premier niveau de son modele mécanique, arrétons-nous un instant sur
les premieres conséquences des trois premiers choix fondamentaux. Le premier choix a
permis de définir Q; la variété différentielle dans laquelle seront définis les champs mé-
caniques a l'instant . Le deuxieme choix a déterminé le nombre de champs de vitesses
généralisées (égal au nombre n de particules) dans le modele. Le troisieme choix a dé-
terminé la nature de ces champs de vitesses généralisées (une microstructure ponctuelle
donne un champ de vecteurs, une microstructure rigide orientable donne un champ de
distributeurs (i.e., translation & rotation), etc.). Le modélisateur a ainsi défini un espace
vectoriel des vitesses généralisées, a l'instant ¢, pour chaque objet de la famille d’objets
qu’il veut modéliser. Le fait que les vitesses généralisées d’un objet forment un espace
vectoriel va jouer un role fondamental pour la construction des efforts au deuxieme ni-
veau. En effet, nous avons retenu de construire ces efforts généralisés par la méthode
des puissances virtuelles. Celle-ci va s’appuyer sur la dualité entre efforts généralisés et
vitesses généralisées que permet la linéarité de ’espace vectoriel des vitesses généralisées.

Choix 4 : Liaisons internes

Le modélisateur peut quelquefois estimer que l'espace vectoriel des champs de vi-
tesses généralisées qu’il a construit avec ses trois premiers choix fondamentaux est « trop
grand ». Par exemple il peut souhaiter modéliser un milieu mono-particulaire a mi-
crostructure ponctuelle incompressible. L’espace vectoriel construit comprend tous les
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champs de vecteurs dans son domaine. Les champs ne faisant pas varier le volume véri-
fient div[V (x, )] = 0. Ils forment un sous espace vectoriel de I’espace vectoriel des champs
de vecteurs. Donnons un autre exemple. Dans un modele de poutre, les champs de vi-
tesses généralisées définis par les trois premiers choix sont des champs de distributeurs
des vitesses généralisées des sections considérées comme des microstructures rigides. Ces
champs comprennent donc une partie correspondant a la vitesse de translation du «
centre » de la section et une partie correspondant a la vitesse de rotation a la section.
Le modélisateur souhaite assez souvent relier la vitesse de rotation de la section a I’évo-
lution de la géométrie 1D support des champs (la fibre neutre de la poutre). Il impose
par exemple que la normale aux différentes sections reste parallele a la tangente a la
fibre neutre. (Hypothese d’Euler Bernoulli). Ceci impose donc 1'égalité entre la vitesse
de rotation de la microstructure et celle de la fibre neutre. C’est, ici encore, une relation
linéaire qui va définir un sous espace vectoriel dans 1’espace initial des vitesses généra-
lisées. Donnons un dernier exemple « classique ». Le modélisateur d’une poutre peut
souhaiter ne s’intéresser qu’aux évolutions qui négligent les variations de longueur de la
poutre de fagon a privilégier les déformations de courbures. Il s’agit alors de construire
un modele de poutres inextensibles. Cette condition restreint une fois de plus 1'espace
vectoriel des vitesses généralisées a un sous espace vectoriel. Dans toutes ces situations
on dit que le modélisateur choisit des liaisons internes dans son modele pour restreindre
les vitesses généralisées du modele a un sous espace vectoriel de celui défini a 1'aide des
trois premiers choix fondamentaux. C’est le quatrieme et dernier choix fondamental pour
la construction du premier niveau (géométrie et cinématique) du modele de la famille des
objets considérés.

Ce dernier choix a, comme on peut s’en douter vu la nature de ses conséquences,
moins d’importance que les précédents. L’essentiel est dans le support et la nature des
champs de vitesses généralisées déterminés par les trois premiers choix. Il faut cepen-
dant a ce stade de la modélisation éviter d’abuser des liaisons internes. La nature des
simplifications introduites est souvent illusoire et cache définitivement certaines infor-
mations qui pourraient s’avérer utile par la suite. En particulier les conséquences de
ces choix au deuxiéme niveau de la modélisation (modélisation des efforts) peuvent sé-
rieusement dégrader 'intérét du modele. Par exemple effectuer, a ce stade d’'un modele
mono-particulaire sans microstructure, le choix d’une liaison interne d’incompressibilité
fait disparaitre du modele la partie isotrope de la contrainte. Pour la plus part des appli-
cations cette conséquence est tres génante. L’alternative est de construire le modele sans
cette liaison interne au premier niveau et de ne l'introduire qu’au troisieme et dernier
niveau lorsque 'on parle de comportement des matériaux. Certains modeles de poutre
gagneraient en clarté si on leur appliquait la méme prudente résolution.

Exemples de modeles 1D

Nous donnons ci-dessous six exemples de modeéles mécaniques dans lesquels la variété
différentielle, décrivant un objet de la famille et support des champs mécaniques, a pour
dimension 1 (premier choix). Il s’agit de différents modeles de milieux curvilignes. En
dehors du dernier modele qui est multi-particulaire, les autres sont mono-particulaires
(deuxiéme choix).

Dans le premier modeéle présenté, les particules sont sans microstructure. Ce sont donc
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des points. Il n’est alors pas possible pour le milieu de réagir a une flexion. Il s’agit d’un

modele de fil.

Théorie 1D : Fil
1) Famille géométrique de l'objet : C; (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

4

)
)
3) Microstructure des particules : point
) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 3 composantes en chaque point de C;

Vi={V:xeC—V(x,1) eR%}

Les quatre modeles qui suivent le modele de fil et qui précedent le modele multi-
particulaire sont des modeles dans lesquels les particules ont une microstructure. Pour les
deux premiers il s’agit d’une microstructure rigide orientable. Pour les deux autres il s’agit
d’une microstructure orientable, et déformable. Ces quatre modeles avec des particules a
microstructure orientable sont des modeles de poutres puisque les variations d’orientation
permettent de donner un comportement en flexion a ’objet curviligne.

Le premier comporte des particules a microstructure rigide orientable sans liaison
interne. Il s’agit d’'un modele tres classique et tres utilisé pour décrire les poutres. C’est
ce que 'on appelle le modele de poutre de Timoshenko, du nom d’un de ses inventeurs.

Théorie 1D : Poutre de Timoshenko

1) Famille géométrique de 'objet : C; (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)
3) Microstructure des particules : rigide orientée

4)

Liaisons internes : aucune
Champ de vitesse a 6 composantes en chaque point de C;
V= {(K,g) :x€Cr— (Vi(x, t),g(g, 1) e IR6, w anti—sym}
Rotation : produit vectoriel ou tenseur anti-symmétrique

V,=Vp+wABA=V +w.BA

Le second modele de poutre comporte lui aussi des particules a microstructure rigide
orientable. Il differe du précédent par le choix d’imposer une liaison interne qui impose
a la microstructure une rotation égale a celle du milieu curviligne. Ainsi, les sections
dans ce modele restent perpendiculaires a la fibre neutre du milieu curviligne. Il s’agit,
la encore, d’'un modele tres classique et tres utilisé nommé modele de poutre d’Euler

Bernoulli. Il permet, grace a la liaison interne introduite, de diminuer le nombre de champs
cinématiques inconnus, mais il néglige les phénomenes de cisaillement dans 1’épaisseur
de la poutre 3D et les énergies associées. Ceci peut poser quelques problemes lorsque
I’élancement des poutres est faible (poutres courtes) ou si leur ame est trés souple en
cisaillement (poutres en matériau sandwich).
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Théorie 1D : Poutre d’Euler Bernoulli

1) Famille géométrique de 'objet : C; (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : rigide orientée
)

4) Liaisons internes : 2 (rotation fibre neutre)
Champ de vitesse a 4 composantes en chaque point de C;

Vi ={(V,):x€Cr— (V(x, 0),w1(x, 1) €R?,
oV 0x
Q:w1g1+(—_. )/ — gg}

as 22)" | as
Le troisieme modele et le quatrieme modele de poutre comportent des particules a
microstructure déformable. Dans le troisieme, un champ scalaire dans le milieu curviligne
permet de prendre en compte une déformation hors plan de la section (gauchissement).
Ce modele est particulierement utile lorsque la section est constituée de parois minces
(poutres tubulaires par exemple). Ce modele est relativement souvent utilisé pour ces
types d’objet.

Théorie 1D : Poutre a paroi mince

1) Famille géométrique de l'objet : C; (1D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

4

)
)
3) Microstructure des particules : déformable hors plan
) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 7 composantes en chaque point de C;

Vi={(V.0, V) xe Com (Vix, 0,000, Vy(x, ) € R,

w anti-sym, }

Le quatrieme modele a été construit pour répondre a un besoin de modélisation spéci-
fique de I'industrie des pneumatiques. Les tringles des pneus poids lourds sont constituées
d’un assemblage en parallele de fils métalliques. Il est naturel de modéliser cet objet a
I’aide d’un milieu curviligne, mais il est nécessaire de prendre en compte la déformation
dans leur plan des différentes sections. Il a donc été nécessaire de développer un modele
spécifique de milieu curviligne mono-particulaire a microstructure déformable dans le plan
des sections pour répondre & ce besoin. A notre connaissance ce modele, n’a pas d’autres
applications aujourd’hui que celles de la modélisation des tringles des pneumatiques poids
lourds.
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Théorie 1D : Tringle Michelin (Majoub 2005)

1) Famille géométrique de 'objet : C; (1D)

3
4

)
2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)
) Microstructure des particules : déformable

)

Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 9 composantes en chaque point de C;

Vi={(V.0 V) xe Com (Vix, 0,000, V(x 0) € R,

w anti-sym,

Ainsi que nous 'avons dit plus haut le dernier modele présenté dans cette section est
un modele de milieu curviligne multi-particulaire. Il a été développé chez ArcelorMittal
pour modéliser simplement les phénomenes de contraintes internes qui se produisent
dans les bandes d’acier lors des laminages. Il a été nécessaire d’introduire 37 particules
(sans microstructure) en chaque point de matiere du milieu curviligne pour permettre
de prédire correctement les phénomenes qui présentaient un intérét pour l'industriel.
Malgré ce nombre de particules élevé, le modele est calculable trés rapidement, grace a
sa dimension 1D. C’est ce qui permet une utilisation pour le pilotage en temps réel des
outils de laminage.

Théories 1D : Multifil Arcelor (Cera 2004)

1) Famille géométrique de I'objet : C; (1D plongé dans le plan)

2) Nombre de particules de matériaux : 37 Particules (section de fil)

3) Microstructure des particules : aucune
)

4

Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 74 composantes en chaque point de C;

Ve=A(Vy, - Vay) i x€Com (Vy (0,00, Vi (x, 1) € R™Y

Exemples de modeles 2D

Nous donnons maintenant quatre exemples de modeles mécaniques dans lesquels la
variété différentielle, décrivant un objet de la famille et support des champs mécaniques,
a pour dimension 2 (premier choix). Il s’agit de différents modeles de milieux surfaciques.
En dehors du dernier modele qui est multi-particulaire, les autres sont mono-particulaires
(deuxiéme choix). Dans le premier modele présenté les particules sont sans microstructure.
Ce sont donc des points. Il n’est alors pas possible pour le milieu de réagir a une flexion.
Il s’agit d’'un modele de membrane.

20



Théorie 2D : Membranes

1) Famille géométrique de l'objet : Q; (2D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : point
)

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 3 composantes en chaque point de Q;

Vi={V:xeQ,~V(x,1) eR%}

Les deux modeles qui suivent le modele de membrane et qui précedent le modele
multi-particulaire sont des modeles dans lesquels les particules ont une microstructure.
Pour les deux modeles il s’agit d’une microstructure rigide orientable uniaxiale. Ces deux
modeles avec des particules a microstructure orientable sont des modeles de plaques ou
de coques puisque les variations d’orientation permettent de donner un comportement en
flexion a l'objet surfacique.

Le premier des modeles de plaque comporte des particules a microstructure rigide
orientable uniaxiale sans liaison interne. Il s’agit d'un modele tres classique et tres utilisé
pour décrire les plaques. C’est ce que I'on appelle le modele de plaque de Reissner Mindlin
du nom de ses inventeurs.

Théorie 2D : Plaque de Reissner Mindlin

1) Famille géométrique de I'objet : Q; (2D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : orientées uni-axiales
)

4

Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 5 composantes en chaque point de Q¢

Y, = {[K,wz,wg) :x€Q— (V(x, 0, 02(x, 1), w3(x, 1)) €R®, w anti—sym}

Le second modele de plaque comporte lui aussi des particules a microstructure rigide
orientable uniaxiale. Il differe du précédent par le choix d’imposer une liaison interne
qui impose a l'orientation de la microstructure de rester perpendiculaire a la surface
décrivant les objets. Il s’agit, la encore, d'un modele tres classique et tres utilisé nommé
modele de plaque de Love Kirchhoff. Il permet, grace a la liaison interne introduite, de
diminuer le nombre de champs cinématiques inconnus, mais il néglige les phénomenes de
cisaillement dans 1’épaisseur de la plaque 3D et les énergies associées. Ceci peut poser
quelques problémes lorsque I’élancement des plaques est faible (plaques épaisses) ou si
leur 4me est tres souple en cisaillement (plaques en matériau sandwich).
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Théorie 2D : Plaque de Love Kirchoff

1) Famille géométrique de l'objet : Q; (2D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)

3) Microstructure des particules : orientées uni-axiales
)

4) Liaisons internes : particule reste perpendiculaire a la surface moyenne

Champ de vitesse a 3 composantes en chaque point de Q;

Vi={V:xeQ,~V(x,1) eR%}

Difficultés pour écrire les conditions aux limites.

Ainsi que nous l'avons dit plus haut le dernier modele présenté dans cette section
est un modele de milieu surfacique multi-particulaire. Il a été développé pour prendre
en compte les phénomenes de bord et les probléemes de délaminage dans les matériaux
multicouche comme les matériaux composites. Il comprend une particule par couche ce qui
permet un acces naturel et facile aux efforts entre les couches a l'origine des phénomenes
de délaminage.

Théories 2D : Plaque Multicouches M4-5n (A. Ehrlacher, JF. Caron, et al.)

1) Famille géométrique de I'objet : Q; (2D)

2) Nombre de particules de matériaux : n Particules (couche)
3) Microstructure des particules : orientées uni-axiales

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 5n composantes en chaque point de Q;

Vi = {J_CE Q;— (Kl(z, l‘),gl x,0,--,V,(x t),gn(g, t)) € RE’”}

Exemples de modeles 3D

Nous donnons maintenant quatre exemples de modeles mécaniques dans lesquels la
variété différentielle, décrivant un objet de la famille et support des champs mécaniques,
a pour dimension 3 (premier choix). Il s’agit de différents modeles de milieux volu-
miques. Les deux premiers modeles sont mono-particulaires, les deux autres sont multi-
particulaires (deuxiéme choix). Dans le premier modele et les deux derniers modeles les
particules sont sans microstructure. Ce sont donc des points. Dans le second modele les
particules ont une microstructure rigide orientable 3D.

Le premier modele 3D mono-particulaire sans microstructure est le modele le plus
classique et le plus utilisé par les ingénieurs. Il porte le nom de modele de Cauchy, du nom
de son principal inventeur. Ce modele a une importance considérable pour les applications
et le développement des sciences mécaniques. C’est le modeéle que nous retiendrons pour
tous les autres chapitres dans la suite de cet ouvrage.
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Théorie 3D : Milieu de Cauchy

1) Famille géométrique de 'objet : Q; (3D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)
3) Microstructure des particules : point

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 3 composantes en chaque point de Q;

Vi={V:xeQ,~V(x,1) eR%}

Le second modele est lui aussi 3D mono-particulaire, mais les particules ont une mi-
crostructure 3D rigide orientable. Il porte le nom de modele de Cosserat du nom des deux
freres qui le proposerent en 1909. Les applications de ce modele sont relativement rares,
mais le modele est célebre a cause de son élégance et de ses vertus pédagogiques. Il permet
d’illustrer de maniere claire les différents choix que le modélisateur peut étre amené a
faire. Parmi ses plus belles applications nous mentionnons la modélisation des cristaux
liquides et des matériaux cristallins dans lesquelles, a ’évidence il est nécessaire de décrire
une orientation associée aux particules. Il a, par ailleurs, montré son efficacité pour la
prévision de bandes de cisaillement, qui peuvent apparaitre sous forme de déformations
intenses localisées, dans certains processus de déformation de matériaux. Pour ces prévi-
sions, le modele de Cauchy est inefficace alors que le modele de Cosserat introduit une
petite échelle de longueur caractéristique du matériau dans sa construction, au niveau
de I’écriture de son comportement. Cela change la nature des équations du probleme et
permet une prévision de ’apparition et de l'orientation des bandes de cisaillements.

Théorie 3D : Milieu de Cosserat

1) Famille géométrique de I'objet : Q; (3D)

2) Nombre de particules de matériaux : 1 Particule (section)
3) Microstructure des particules : orientées

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 6 composantes en chaque point de Q;

V= {(z,g) 1 x€Q— (V(x, t),gt(g, 1) e IRG, w anti—sym}

Le troisieme modele est 3D multi-particulaire sans microstructure. Chaque point de
matiere comporte deux particules, une de squelette et une de fluide. C’est le modele le
plus classique et le plus utilisé par les ingénieurs en mécanique des sols et pour décrire
le comportement mécanique des milieux poreux saturés par un fluide. Il porte le nom de
modele de Biot, du nom de son principal « inventeur ». Une part importante des cours de
mécanique des sols est consacrée a ’étude de ’écriture des comportements des matériaux
(sols) dans le cadre de ce modele.
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Théorie 3D : Milieu poreux saturé de Biot

1) Famille géométrique de 'objet : Q; (3D)

2) Nombre de particules de matériaux : 2 Particules (1 squelette, 1 fluide)

3) Microstructure des particules : point
)

4) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 6 composantes en chaque point de Q;

Vo= {(Vog Va) 1€ Qe (Vg (5,0, Vg (x, 1) € RO}

Le quatrieme et dernier modele proposé ci-dessous est 3D multi-particulaire sans
microstructure. Chaque point de matiére comporte quatre particules, une de squelette et
trois de fluide. Généralement une des particules fluides est de ’eau liquide, une autre de
I’eau vapeur et la derniere de l'air « sec ». C’est un modele qui a été développé récemment
pour différentes applications a des milieux poreux non saturés. Il a des applications dans
le domaine des sols non saturés comme les sols des remblais, et depuis quelques années
de nombreuses applications dans le domaine des bétons. Il devrait vraisemblablement
avoir dans un avenir proche des applications dans le domaine des céramiques a hautes
performances, notamment pour ce qui concerne la prévision des phénomenes de frittage
des poudres d’oxydes et la consolidation du matériau.

Théorie 3D : Milieu poreux non saturé (béton)

1) Famille géométrique de I'objet : Q; (3D)

3
4

Microstructure des particules : point

)
2) Nombre de particules de matériaux : 4 Particules (1 squelette, 3 fluides)
)
) Liaisons internes : aucune

Champ de vitesse a 12 composantes en chaque point de Q;

V= {xe Qi (Vi (60, Vo (5,0, Y, (&, 0,V,(x 0) e R}

Exemple d’un modele 6D

Pour finir cette collection d’exemples, nous présentons un modele plus exotique qui a
été proposé par Maurizio Brocato dans le cadre de sa these de 'TENPC pour les besoins
d’un producteur d’aluminium. C’est un modele de matériaux polycristallins. A 1’échelle
d’observation de l'ingénieur, chaque volume élémentaire contient un nombre tres grand
de cristaux d’orientations variées. La distribution de ces orientations a ’échelle dite «
micro » joue un role trés important sur la réponse du matériau a une sollicitation a
I’échelle macroscopique. La proposition de M. Brocato est de décrire les objets dans un
« espace profond », produit cartésien de l'espace euclidien classique a trois dimensions
par la variété différentielle de dimension 3, SO 3, qui décrit les différentes orientations
possibles d'un objet 3D rigide (ensemble des tenseurs orthogonaux par exemple). Cet
univers a 6 dimensions permet la construction d’un modéle mono-particulaire de la famille
d’objets considérés. En effet une particule occupe un point de 'univers a 6 dimensions. Elle
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a donc une position dans ’espace euclidien. On pourrait de maniere alternative considérer
que 'on a un modele 3D classique, mais avec une infinité de particules en chaque point
de matiere, chacune d’entre elles se distinguant des autres par son orientation. En fait
la vision de ce modele comme celle d’objets mono-particulaires dans un espace profond
présente des avantages non négligeables pour I'écriture des équations.

Théorie 6D : Milieu de Cosserat en espace profond de Brocato

1
2
3
4

Famille géométrique de l'objet : Q; x SO3 (6D)
Nombre de particules de matériaux : 1 Particule
Microstructure des particules : orientées
Liaisons internes : aucune

)
)
)
)

Champ de vitesse a 6 composantes en chaque point de Q; x SO;3

2.2.2 Description du mouvement et cinématique

Les quatre choix fondamentaux décrits plus haut correspondent a la premiere étape
de la construction du premier niveau. Nous allons ci-dessous aborder la deuxiéme étape
de ce premier niveau : la description du mouvement et de la cinématique de la famille
des objets, définie a 'aide des quatre premiers choix fondamentaux du modélisateur.
Plusieurs descriptions du mouvement sont possibles. La plus naturelle consiste a décrire
les champs de vitesses généralisées dans la configuration actuelle. C’est la description
eulérienne du mouvement. Cette premiere description est peu efficace pour décrire des
matériaux solides et les concepts de déformation sont difficiles a exhiber.

On peut, pour palier ces difficultés, utiliser une description qui fasse appel a une
configuration de référence pour chaque ensemble de particules et aux transformations de
ces configurations pour avoir la configuration actuelle occupée a I'instant ¢ par 'ensemble
des particules. C’est la description lagrangienne du mouvement.

Gérer simultanément plusieurs configurations de référence (une pour chaque type de
particules) pose des problémes techniques importants, essentiellement liés au fait que
dans un domaine donné, a l'instant t, les ensembles de particules concernés varient. On
utilise alors une description mixte, qui privilégie un type de particules dont le mouvement
bénéficiera d’une description lagrangienne alors que le mouvement des autres particules
sera décrit a I’aide de descriptions eulériennes. Ces trois descriptions sont I'objet des trois
sections ci-dessous.

Description eulérienne du mouvement

A la fin de la premiere étape de construction du modele nous sommes censés connaitre
a l'instant ¢ :

e Le domaine Q; occupé par les particules qui nous intéressent

« Lanature de chacune des particules, c’est-a-dire la nature mathématique des champs
de vitesses généralisées associés a ces particules (champs de vecteurs pour les par-
ticules ponctuelles, champs de distributeurs pour les particules rigides,etc.)
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Nous avons donc ainsi une description du mouvement de ces particules. Cette description
par la donnée des champs de vitesses généralisées dans la configuration actuelle est ap-
pelée description eulérienne. Elle est tres utilisée dans les matériaux fluides qui n’ont pas
la « mémoire » de leur forme initiale. Lorsque 1'on s’intéresse a des matériaux solides, il
est nécessaire d’'intégrer ces champs de vitesses généralisées pour avoir la trajectoire de
chacune des particules. On peut alors, en étudiant la variation des trajectoires de parti-
cules initialement voisines exhiber un concept de déformation généralisée des particules.
C’est I'histoire des champs de déformations généralisées de I’ensemble des particules qui
représente 'information essentielle du phénomene de changement de forme au cours de
la transformation. Cette histoire est donc I'une des inconnues principales du probleme de
prévision des changements de forme d’un objet dans le cadre d'un modele.

Cette description du mouvement pose deux difficultés principales. La premiere est
essentiellement technique. Pour avoir acces aux concepts de déformations de I'objet, il est
nécessaire d’intégrer les champs de vitesses pour déterminer les trajectoires. La seconde
est que le domaine Q;, occupé par les particules qui nous intéressent, évolue dans le
temps. C’est donc, le plus souvent, un domaine inconnu (en revanche le domaine initial
Qy est le plus souvent connu). Nous sommes donc amenés a écrire des équations dans un
domaine que nous ne connaitrons qu’apres les avoir résolues. C’est la raison pour laquelle
cette description du mouvement est peu utilisée en mécanique des solides, méme si elle
semble la plus directement connectée a la définition des objets de la famille.

Nous résumons la description eulérienne comme suit (cf. figure 2.7) :

* A chaque instant ¢, pour tout point de matiere x, on connait :

(Vl(ﬁy t))“' ) Vl’l(ly t))

o Vi(x,t) : vitesse généralisée de la i-ieme particule en x et ¢.

Vi(x.9 Q,
W(x,)) - V(x,0)

FIGURE 2.7 — Description eulérienne du mouvement en vitesses.

Description lagrangienne du mouvement

Pour éviter les inconvénients de la description eulérienne des mouvements pour les
solides, nous pouvons considérer une configuration de référence F; pour chacune des n
familles de particules (1 < i < n). Nous notons X, une particule de F;. A Dinstant t,
on considere le domaine d’intérét Q, actuel. Une partie (variable dans le temps) des
particules du domaine F; de chaque famille, qu’on note Qé(t), se trouve dans le domaine
Q. Ce sont ces particules qui nous intéressent a cet instant. (Les domaines de référence F;
peuvent étre éventuellement plus grand que les domaines Qé car par exemple les particules
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« fluide » peuvent s’écouler ou diffuser, et on ne considere alors que celles qui sont dans
Q; a l'instant t).

Le placement des particules a 'instant # est donné par n applications ®,(X;, ) partant
de ces sous-ensembles Qé(t) et a valeurs dans ’ensemble constitué du produit cartésien de
I'espace euclidien 3D R3 et de la variété différentielle des microstructures. Par exemple, la
variété différentielle des microstructures pour les particules rigides 3D orientables est le
groupe des rotations SOs, (i.e., ’ensemble des tenseurs orthogonaux, variété différentielle
de dimension 3). Ainsi, pour cet exemple, placer une particule revient a donner sa position
dans 'espace euclidien R3 et I'orientation de sa microstructure a I’aide d'une rotation c’est-
a-dire un élément de SOs3. Si une particule a une « microstructure déformable », il faut
en outre donner la « forme » de cette microstructure. Cette description du mouvement
est appelée lagrangienne.

On voit que, si elle est commode et simple pour un milieu mono-particulaire, elle est
assez lourde pour un milieu multi-particulaire a cause de la prise en compte de plusieurs
configurations de références pour les familles de particules. Dans la pratique elle n’est
utilisée, dans le cas multi-particulaire, qu’avec des hypotheses simplificatrices du type
« petit déplacements relatifs entre les différentes particules ». Sous cette hypothese, méme
si les déplacements des particules peuvent étre importants, deux particules de familles
différentes, initialement voisines, restent voisines au cours du processus de déformation
de T'objet. Ainsi on peut en premiere approximation « confondre » les configurations de
référence des différentes particules.

Nous résumons la description lagrangienne du mouvement comme suit (cf. figure 2.8) :

o Nécessaire pour définir le concept de déformation
« On définit n configurations de référence Q},--- NOXS
e X, est la i-ieme particule, dans la configuration de référence Qf), en x a l'instant ¢

e On a n trajectoires : x= ¢.(X;,0

n

FIGURE 2.8 — Description lagrangienne du mouvement.
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Description mixte du mouvement

Comme nous venons de le voir une description totalement lagrangienne du mouvement
d’un objet dans un modele multi-particulaire n’est pas tres commode. Il se trouve que
dans de nombreux modeles multi-particulaires une des familles de particules joue un role
plus important que les autres. C’est le cas dans les milieux poreux saturés ou non par
des fluides. Dans ces situations il est commode de proposer une description mixte du
mouvement. Cette description est lagrangienne pour la particule choisie et eulérienne
pour les autres particules. Nous bénéficions ainsi des avantages que donne le fait de
disposer d'une configuration de référence pour introduire des concepts de déformation
dans le milieu, tout en conservant la simplicité que permet le fait de n’avoir qu’'une seule
configuration de référence. Dans ce type de description, nous ne nous intéressons qu’aux
trajectoires des particules de la premiere famille. On comprend bien que cette description
du mouvement est pertinente lorsque la premiere particule est celle d’un squelette et que
les autres particules sont de type fluide.

Nous résumons la description mixte du mouvement comme suit (cf. figure ?7?) :

e Description lagrangienne pour le squelette

e Description eulérienne pour les fluides

e On définit une configuration de référence Q

e On note X la particule squelette dans Qg qui est en x a l'instant ¢

o Valx, 1), -+, Vyu(x, t) : vitesses des particules dans la configuration actuelle Q;

e On a une seule trajectoire x = ¢(X, 1)

V(x,8) oo Ty(x,1)

FIGURE 2.9 — Description mixte du mouvement.

Quelque soit le type de description du mouvement retenu, la fin de la construction
du premier niveau du modele consiste a exhiber les concepts de déformations cohérents
avec les quatre premiers choix fondamentaux effectués. Nous illustrerons ce travail dans
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le cas du modele de Cauchy au chapitre 3. Lorsque la construction du premier niveau du
modele est effectuée, nous pouvons aborder le deuxieme niveau qui permettra de définir
les efforts dans le modele.

2.3 Niveau 2 : Définition des efforts

Les efforts sont introduits dans le deuxieme niveau de construction du modele sur
la configuration actuelle. La méthode utilisée est celle des puissances virtuelles qui sera
présentée ci-dessous. L’idée philosophique de base de la méthode est que les concepts
« premiers » sont ceux de mouvement (vitesses) et de puissance. Les efforts n’apparaissent
qu’ensuite et sont identifiés par leurs conséquences en termes de puissance lorsqu’ils sont
appliqués a un objet en mouvement. Il n’est pas nécessaire d’adopter ce point de vue pour
construire un modele de mécanique. On peut introduire les efforts comme un concept pre-
mier. On peut aussi les introduire en faisant un bilan des quantités de mouvement,etc. La
méthode des puissances virtuelles sera retenue ici car elle possede un coté « automatique »
dans la construction des efforts qui permet de reporter a plus tard la question du sens
physique de ceux-ci. On peut ainsi avoir quelques surprises sur le sens physique du modele
construit, ce qui présente bien siir quelques inconvénients, mais aussi les avantages d'une
plus grande liberté de création et d’invention dans la modélisation.

La méthode se déroule en trois étapes. Chacune des deux premieres étapes consistent
en un choix du modélisateur. Le premier choix concerne I'espace vectoriel des mouvements
virtuels. On peut considérer qu’il s’agit en quelque sorte d’'une « boite a outils » qui va
permettre de mesurer les efforts. Le deuxieme choix concerne la définition des efforts a
proprement parler. Comme nous l'avons dit plus haut, ceux-ci sont définis par leur consé-
quence, en termes de puissance, sur chacun des mouvements virtuels de 1’espace vectoriel
précédemment choisi. La relation linéaire entre la puissance d’un systeme d’efforts et
le mouvement virtuel implique que les efforts vont étre définis par des formes linéaires
sur l'espace vectoriel des mouvements virtuels. Le deuxiéme choix est donc celui de ces
formes linéaires définissant les efforts. La derniere étape est I'application du Principe des
Puissances Virtuelles. Ce principe est équivalent aux deux lois de Newton ou au principe
de conservation de la quantité de mouvement. Il va permettre d’écrire les lois d’équilibre
des efforts dans le modele en construction.

2.3.1 Choix de l’espace vectoriel des mouvements virtuels

Comme nous ’avons dit, le premier choix concerne 1’espace vectoriel des mouvements
virtuels. On peut considérer qu’il s’agit en quelque sorte d’une « boite a outils » qui va
permettre de mesurer les efforts. Dans cette boite a outils on trouve des champs analogues
a ceux qui ont été identifiés comme étant les champs des vitesses généralisées apres le
troisieme ou le quatrieme choix fondamental au premier niveau de construction du modele
(avant ou apres le choix des liaisons internes). L’idée de base est que le systeme d’efforts
donne une mesure scalaire de la puissance qui serait développée si le champ des vitesses
généralisées était celui de la fonction test. Lorsque 1'on a passé en revue ’ensemble des
fonctions tests, on a caractérisé ce systeme de force puisque 'on connait son action, en
termes de puissance, quelque soit le champ de vitesse dans lequel il est susceptible de
travailler.
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Il est important de noter que cet espace vectoriel noté €* doit contenir les vitesses
généralisées réelles possibles. Notons cependant que comme il ne s’agit que de « fonctions
tests », elles n’ont pas, au contraire des vitesses généralisées réelles, de dépendance par
rapport au temps ¢, (autre que le fait d’étre des champs du domaine Q). Il peut cependant
étre plus grand que l'espace vectoriel des vitesses généralisées réelles possibles et contenir
des champs interdits par les liaisons internes. Généralement il est recommandé de retenir
pour l'espace vectoriel des mouvements virtuels, ’espace vectoriel créé apres le troisieme
choix fondamental (microstructure des particules). Cela permet en effet de prendre en
compte des efforts intérieurs (voir définition plus loin) qui « ne travaillent pas ». Pour
illustrer, prenons ’exemple d’« un champ de pression » dans un milieu obéissant a une
liaison interne d’incompressibilité. Les détails seront donnés plus loin. Cependant, le choix
étant possible, nous avons ici affaire au cinquiéme choix fondamental du modele.

Un autre choix important concernant cette « boite a outils » est celui des mouvements
virtuels rigidifiant. De quoi s’agit-i1 7 Nous savons que 1'un des principes de Newton est

celui de I« égalité de 'action et de la réaction ». Ainsi si nous partitionnons notre systeme
étudié en deux sous-systemes, le premier sous-systeme exerce des efforts sur le second et
réciproquement le second exerce une réaction sur le premier. D’apres le principe de New-
ton ces deux systemes de forces sont opposés. Il est clair que ce sont des efforts intérieurs
a notre systeme. La généralisation de ce principe de Newton dans une approche de type
« Puissances Virtuelles » postule que les efforts intérieurs ne travaillent pas dans un mou-
vement rigidifiant, c¢’est-a-dire un mouvement qui ne déforme pas le systéme auquel on
s'intéresse. (A I’évidence, dans ce cas, la puissance de 'effort du premier sous-systeme sur
le second est 'opposé de la puissance de Ueffort du second sous-systéme sur le premier).
Ces mouvements rigidifiant (ou vitesses virtuelles rigidifiant, ou fonctions tests rigidifiant)
forment a 1’évidence un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des mouvements vir-
tuels. Il est donc nécessaire de choisir le sous-espace vectoriel des mouvements rigidifiant
dans 'espace vectoriel des mouvements virtuels. C’est le sixieme choix fondamental du
modele.

On peut douter que le modélisateur ait la un véritable choix a faire. Dans les milieux
mono-particulaires, sans microstructure, le « choix » du sous espace vectoriel des mouve-
ments rigidifiant s’impose. En revanche, dans les milieux multi-particulaires ou lorsque
les particules ont une microstructure, ce choix permet en fait de préciser la significa-
tion cinématique des différents champs de vitesses généralisées. Illustrons avec 'exemple
d’une particule avec microstructure d’objet rigide orientable. Dans les modeles contenant
ce type de particules, parmi les champs de vitesses généralisées, on trouve un champ don-
nant le « taux de rotation » de la microstructure. De quel taux de rotation s’agit-il 7 Deux
choix simples sont possibles. Le premier consiste a dire qu’il s’agit du taux de rotation par
rapport au référentiel euclidien dans lequel nous décrivons les objets. Le second consiste a
dire qu’il s’agit du taux de rotation de la microstructure par rapport a la matiere. (Il est
conseillé d’adopter le premier point de vue sauf s’il y a des avantages évidents a utiliser
le second). Dans le premier cas I'une des caractéristiques des mouvements rigidifiant est
que, dans un tel mouvement, la rotation de la microstructure doit étre égale a la rotation
de la matiere. Dans le second cas la rotation (relative a la matiére) dans un mouvement
rigidifiant doit étre nulle. Ainsi les deux « choix fondamentaux » effectués pour la défi-
nition de l'espace vectoriel des mouvements virtuels et de son sous espace vectoriel des
mouvements rigidifiant ont une importance moindre que les précédents et n’apporte fi-
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nalement que des précisions sur le sens a donner aux différentes composantes du champ
de vitesses généralisées.

2.3.2 Choix des formes linéaires définissant les efforts

Avant de choisir les formes linéaires définissant les efforts tentons de comprendre la
nature des efforts en jeu dans les objets mécaniques que nous souhaitons modéliser. Pour
cela quittons un instant notre échelle macroscopique de description des objets et intéres-
sons nous, a une échelle bien inférieure, a une petite partie du matériau constituant notre
objet. Nous nommerons cela un volume élémentaire. Ce volume de tres petite taille par
rapport aux dimensions de notre objet est sensé représenter, a une échelle microscopique
ce que nous avons appelé une particule a 1’échelle macroscopique. Nous utiliserons donc
indifféremment dans la suite le terme de volume élémentaire ou celui de particule. Ce
volume élémentaire est soumis a des efforts de la part de la matiere présente dans le reste
de I’Univers. Pour ces efforts nous ferons la distinction entre la partie des efforts venant
de la matiere hors de notre objet, et la partie des efforts venant des autres particules de
notre objet. Les premiers seront appelés efforts extérieurs, les seconds efforts intérieurs.
Le référentiel attaché a la particule n’étant généralement pas galiléen, il nous faut ajouter
des efforts d’inertie liés au mouvement du référentiel lié a la particule par rapport a un
référentiel galiléen. Nous parlerons d’efforts d’accélération pour désigner ces efforts. Nous
distinguons ainsi trois types d’efforts exercés sur les particules de notre objet et dans
I’approche de type « Puissances Virtuelles » décrite plus haut, nous aurons donc a choisir
trois formes linéaires sur 1’espace vectoriel des mouvements virtuels pour définir chacun
de ces efforts. 11 s’agit 1a des septieme, huitieme et neuvieme choix fondamentaux pour
la création du modele de la famille d’objet qui nous intéresse. Nous allons revenir a notre
« volume élémentaire » afin de comprendre quelle est la nature des relations entre ces
formes linéaires et les fonctions tests de ’espace vectoriel des mouvements virtuels. Nous
allons successivement étudier par ordre de complexité croissante :

o La forme linéaire définissant les efforts extérieurs
e La forme linéaire définissant les efforts d’accélération

e La forme linéaire définissant les efforts intérieurs

Concernant cette derniere forme linéaire, rappelons-nous que nous avons défini un sous
espace vectoriel des mouvements rigidifiant. Bien évidemment les efforts intérieurs ont
une puissance virtuelle nulle pour ces mouvements rigidifiant. Il s’agira de s’assurer que
le sous espace vectoriel correspondant sera inclus dans le noyau de la forme linéaire
correspondante. Plus précisément il s’agira de construire une forme linéaire définissant
les efforts intérieurs de fagon a ce qu’elle satisfasse cette condition. C’est ce qui est appelé
la condition de cohérence du modele.

La puissance virtuelle des efforts extérieurs

Considérons une particule de notre objet, ou, ce qui revient au méme conceptuelle-
ment, un volume élémentaire représentant cette particule a une échelle microscopique.
Cette petite partie de matiere est soumise a un systeme de forces extérieures de la part des
particules « extérieures » a notre objet. Nous allons distinguer les forces inter-particulaires
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« a longue portée » (a I’échelle de I'ingénieur) de celles & « courte portée ». L’exemple le
plus habituel des forces du premier type est la gravité. Elles ont pour origines différents
champs physiques (gravitaire, électromagnétique, etc.) créés par les particules extérieures
a notre objet au voisinage de la particule considérée. Les forces a courte portée sont celles
associées « au contact » a I’échelle de I'ingénieur. Elles ont une origine électrostatique tres
locale, liée aux phénomenes d’attraction et de répulsion d’atomes a I’échelle atomique.
On voit bien que les « particules intérieures » a notre objet ne subissent pas d’action de
ce type de la part des « particules extérieures ». Il n’en est pas de méme pour les volumes
élémentaires tres proches de la frontiere. A 1’échelle de I'ingénieur il s’agit des particules
sur la frontiere de I'objet. Dans un mouvement virtuel de 1'objet, chaque particule va

recevoir une puissance virtuelle, fonction linéaire de sa vitesse généralisée. Ainsi globa-
lement pour I’ensemble de 'objet on voit que 'on peut généralement écrire la puissance
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