Exercice 

Bonus 1 point jusqu’à la question 6.2 et un autre point pour ceux qui traitent convenablement la question 6.3

Modélisation simplifiée de laminage
Nous nous intéressons à une bande de métal de géométrie parallélépipédique dans sa configuration initiale. Nous notons 2H son épaisseur et 2l sa largeur.

La longueur est très grande par rapport aux autres dimensions.

Pour « immatriculer » les particules dans la configuration de référence, nous choisissons un repère orthonormé
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, tel que la longueur soit suivant
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, l’épaisseur suivant 
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 et la largeur suivant
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Cette bande passe entre deux cylindres d’une cage de laminage. La direction de laminage est la direction
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. Les cylindres « écrasent » la bande de manière symétrique, dans la direction
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A l’instant t, la particule 
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Nous supposons que le processus de laminage est un processus en déformations planes ce qui revient ici à dire que
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Nous pouvons donc proposer ci-dessous un schéma bidimensionnel du processus de laminage dans le plan 
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[image: image15]
Les cylindres tournent en sens inverses l’un de l’autre à la vitesse angulaire 
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Nous supposons qu’il y a une cage de laminage en amont de la cage que nous étudions. Celle-ci impose une poussée 
[image: image17.wmf]P
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 en amont de la bande de métal.

Nous supposons qu’il y a aussi une cage de laminage en aval de la cage que nous étudions. Celle-ci impose une traction 
[image: image18.wmf]T
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 en aval de la bande de métal.

Question 1
Nous supposons que la bande a atteint un régime permanent, c'est-à-dire que dans le repère fixe par rapport aux cylindres (et donc mobile par rapport à la bande) les champs dans la bande restent invariants.
Considérez les trois configurations ci-dessous :
La configuration initiale 
[image: image19.wmf]0

W


La configuration
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La configuration
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Sur le schéma ci-dessous, les particules de couleur verte entrent dans la zone de laminage à l’instant 
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 et les particules de couleur orange entrent dans la zone de laminage à l’instant
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Dans la configuration initiale, la distance suivant 
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 de ces deux familles de particules est 
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 est appelée la vitesse de défilement du processus de laminage dans la configuration de référence.

(Dans la configuration de référence, les particules de couleur verte et de couleur orange occupent un plan vertical. Le dessin est fait en supposant que c’est aussi le cas dans les configurations déformées, mais ce n’est bien sûr pas certain)
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Une particule 
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, dans la position qu’occupait la particule en aval d’elle à la distance 
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En déduire qu’il existe une fonction 
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Question 2
Nous allons proposer une approximation de 
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, telle que les sections planes de normale 
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, restent des sections planes de normale 
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 dans le processus de déformation (voir dessin ci-dessus).
Nous ferons en outre l’hypothèse que la transformation est affine en
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Comme nous étudions un processus en déformations planes, nos hypothèses reviennent à dire qu’il existe deux fonctions d’une variable 
[image: image42.wmf](

)

1

1

~

X

F

 et 
[image: image43.wmf](

)

1

X

Y

 telles que


[image: image44.wmf](

)

Vt

X

x

+

F

=

1

1

1

~



[image: image45.wmf](

)

Vt

X

X

x

+

Y

=

1

2

2



[image: image46.wmf]3

3

X

x

=


2.1/ Lors du laminage, la transformation se fait sans variation de volume en première approximation.

En déduire une relation entre 
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2.2/ Nous notons
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, l’équation de l’axe du cylindre supérieur et R le rayon de ce cylindre.
Les cylindres sont supposés rigides.

On s’intéresse aux particules de la face supérieure de la bande
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Donner la relation entre les coordonnées 
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 et 
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 des particules de cette face supérieure 
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 et R, lorsque ces particules sont en contact avec le cylindre rigide.
2.3/ A l’aide de la réponse à la question 2.1 en déduire une équation différentielle sur la fonction inconnue
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2.4/ Pour simplifier l’écriture, dans la suite, nous remplacerons
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. Montrez que l’équation différentielle de la question 2.3 se réécrit 
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2.5/ En déduire que les trajectoires des particules et les lignes de courant (Ce sont les mêmes car nous sommes en régime permanent) sont données, dans la zone d’écrasement  par l’équation 
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Question 3
Nous allons maintenant étudier le champ de vitesse des particules dans cette approximation.
3.1/ En utilisant les relations 
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, démontrez que la composante suivant 
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 de la vitesse des particules dans la zone d’écrasement est 
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3.2/ Vérifiez le résultat ci-dessus à l’aide d’une considération globale portant sur le débit de matière entre les cylindres. Donnez en particulier la vitesse horizontale 
[image: image68.wmf]E

V

des particules à l’entrée sous les cylindres et donnez la vitesse horizontale 
[image: image69.wmf]S
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des particules à la sortie de la cage.
3.3/ En utilisant l’équation des trajectoires des particules donnée en 2.5, montrez que la vitesse verticales des particules sous les cylindres est


[image: image70.wmf]V

x

R

x

R

x

H

x

x

v

C

2

1

2

2

2

1

2

2

1

2

2

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=


3.4/ Montrez que 
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 est discontinu à l’entrée sous les cylindres et calculez cette discontinuité.
Question 4
Nous allons maintenant étudier le champ des taux de déformation des particules dans la zone entre les cylindres. Constatons tout d’abord que 
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 est fonction des paramètres géométriques du problème et de la variable
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4.1/ Donnez la matrice des 9 composantes de 
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4.2/ Donnez la matrice des 9 composantes du taux de déformation
[image: image82.wmf]d

. 

4.3/ Vérifiez que le taux de variation de volume est nul
Question 5
Nous allons maintenant étudier le glissement des particules de la bande en contact avec les cylindres.

5.1/ Montrez que les particules de la face supérieure de la bande ont pour vitesse
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 lorsque 
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5.2/ Si les cylindres tournent « très lentement », les frottements de toutes les particules des faces supérieure et inférieure de la bande sur les cylindres donnent des « forces de freinage » de la bande.

Donnez la valeur 
[image: image85.wmf]inf

w

de la vitesse angulaire de rotation en dessous de laquelle on est dans cette situation.

5.3/ Si les cylindres tournent « très vite », les frottements de toutes les particules des faces supérieure et inférieure de la bande sur les cylindres donnent des « forces motrices » pour la bande.

Donnez la valeur 
[image: image86.wmf]sup
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de la vitesse angulaire de rotation au dessus de laquelle on est dans cette situation.

5.4/ Entre les deux valeurs ci-dessus, les particules de la bande du coté amont vont subir un frottement moteur et celles en aval vont subir un frottement résistant. 

Donnez l’équation permettant de déterminer l’abscisse du « point neutre » à la séparation de ces zones amont et aval. 

Question 6
Nous allons maintenant étudier les énergies mises en jeu dans le processus de laminage.

Nous allons distinguer 4 contributions au bilan énergétique.

· La puissance dissipée par déformations plastiques du métal

· La puissance dissipée par frottement entre la bande et les cylindres

· La puissance de la force de poussée 
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 est la vitesse d’entrée de la bande sous les cylindres, voir 3.2)
· La puissance de la force de traction 
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 est la vitesse de sortie de la bande, voir 3.2)

Le problème étant en déformations planes toutes ces puissances seront ramenées à une largeur unité.

6.1/ La puissance dissipée par les taux de déformations plastiques est donnée par
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Où
· 
[image: image92.wmf]0

s

 est la limite d’élasticité en traction du métal supposé parfaitement plastique

· 
[image: image93.wmf]D

 est la surface de discontinuité de la vitesse tangentielle (dans notre problème il s’agit de la surface d’entrée à l’abscisse
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, voir question 3.4).
· 
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 est la discontinuité de vitesse tangentielle sur 
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Montrez que la puissance linéique dissipée (par unité de largeur) est 
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Où
· 
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· 
[image: image99.wmf]11
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 et 
[image: image100.wmf]22
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 sont déterminés à la question 4.2
6.2/ La puissance dissipée par les frottements est donnée par
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Où
· t la tangente à la frontière du cylindre dans le sens de la rotation de celui ci

· v la vitesse de la particule de la bande en contact avec le cylindre
· 
[image: image102.wmf]0

t

 la contrainte de cisaillement, seuil de glissement, à l’interface cylindre-bande (frottement de Tresca)
· R le rayon des cylindres

· 
[image: image103.wmf]w

la vitesse angulaire des cylindres
· L la zone du contact

· ds l’élément d’abscisse curviligne 
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Montrez que la puissance linéique dissipée par les frottements est donnée par
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6.3/ Dans ce qui précède, la vitesse V de défilement du processus (c’est aussi la vitesse d’entrée de la bande sous les cylindres) est l’inconnue principale du problème de laminage.
Une théorie basée sur un modèle de comportement rigide plastique, que nous verrons plus tard, permet de dire que la vitesse d’entrée V donnant la meilleure approximation, dans le cadre des hypothèses simplificatrices adoptées ici, minimise la puissance linéique
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, où chacun des 4 termes de cette expression est une fonction de V.
Les données numériques sont
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(Pour alléger les calculs on supposera 
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Choisissez 3 valeurs différentes de 
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et tracez pour chacune d’entre elles 
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 afin de déterminer graphiquement la valeur de V minimisant cette expression.
Attention, cette dernière question nécessite un minimum de programmation que je ne ferai pas.

Mon corrigé s’arrêtera donc à la question 6.2, sauf si l’un d’entre vous choisi des valeurs intéressantes de
[image: image115.wmf]w

 et me propose des courbes convaincantes. J’ajouterai sa solution à ma correction.
Pour ceux qui auront le courage d’entreprendre ce dernier travail, notez que
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 sont linéaires en fonction de V (en réalité, positivement homogène de degré 1).

Seul le terme
[image: image117.wmf]L
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 présente donc des difficultés à cause de la nécessité de déterminer le point neutre.
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