Gonflement d’un ballon a paroi épaisse constituée d’un

matériau hyperélastigue incompressible isotrope

Nous considérons un ballon sphérique a paroi épaisse.

Notons R, le rayon intérieur et R, le rayon extérieur dans la configuration de référence.
La configuration de référence est un état naturel (contraintes initiales nulles).

La pression extérieure reste nulle.

La pression intérieure évolue et est égale a P(t) a I’instantt .

Notons r(t) le rayon intérieur et r,(t) le rayon extérieur dans la configuration actuelle.

Nous nous intéressons aux évolutions isothermes.
Le matériau constitutif du ballon est hyperélastique incompressible isotrope et son comportement

est donné par la densité massique d’énergie libre (1, 1,), ou I, =tr(C) et, :%(If ~tr(c.c)).

Nous souhaitons déterminer la relation entre P(t) et r,(t).

Configuration actuelle

Configuration de référence

Question 1 :

Nous recherchons les solutions du probléme d’évolution a symétrie sphérique.
Ainsi en notant X = Re, (8, ¢) on cherche ®(X,t) sous la forme ®(X,t)=®, (R,t)e, (6, ¢).
On rappelle que, en coordonnées sphériques :

ov, 1|09, o 11 acbr_q)g
oR R| dp ’ R|sing 060
oD oD oD
Grad(®)= o 1% +O, 1 _L—‘”—CDgcow
— OoR R| O¢p R|sing 06
o, 100, 1 —_1 8®9+CD cotp+ @,
| R R Op Rising 06 ’ |

1.a) En exprimant I’incompressibilité du matériau, établir une équation différentielle sur
@, (R,t).




Réponse 1.a)
En tenant compte de la symétrie sphérique (champs ne dépendant que de R, ®, =® =0 ), il
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2
or
R R
1.b) En intégrant cette équation exprimer r(t)= @, (R,t) en fonction de (R,R,,r,(t))
Réponse 1.b)

1
@, (Rt)=(R+(n®) -R’) =r(1)
1.c) Verifier ce résultat en calculant le volume de matériau compris entre les rayons R, et R

dans la configuration de référence et entre les rayons r,(t) et r(t)= @, (R,t) dans la configuration

actuelle.
Réponse 1.c)

) -(s) }=—”( R?)
0]

Loi de comportement hyperélastique incompressible implique det F =

1.d) Montrer que F =

Réponse 1.d)
trivial
Question 2 :

Nous supposons que le matériau est néo-hookéen incompressible isotrope, c'est-a-dire que
pO‘P(ll, Iz): ClO(Il _3)'

2.a) Montrez que le champ de contrainte de Cauchy s’exprime a I’aide du comportement sous la
forme

2C,, [%t)r +c(R,t) 0 0
o= 0 2010[%)}2 +c(R,t) 0
0 0 2010[%)}2 +¢(R,t)

Ou ¢(R,t) est un champ scalaire indéterminé.



Réponse 2.a)

ol Lol ol
Avec p,¥(1;,1,)=Cy(1,-3), il vient o=2C F.'F +cl.
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2.b) Nous avons noté r(R,t)= ( (r®)y T
En faisant le changement de variable R — r, nous avons en inversant cette

1
relation R(r,t)= (r3 ~(r®)) + Rfﬁ .
Montrez que le champ de contrainte de Cauchy s’exprime a I’aide du comportement sous la
forme

ch{ﬁy +2(rt) 0 0
ofr,t)= 0 zcl{ﬁ}z +2(rt) 0
_ 0 0 zcl{ﬁ}z +E(r,t)_

Ou ¢(r,t) est un champ scalaire indéterming.

Réponse 2.b)
trivial

2.¢c) On rappelle qu’en coordonnées sphériques



div 0): _ao-rr +£ oo,, N 1 oo, N 20, —0,,— 0y +0,,C0tp .
| or 't dp rsing 00 r -
N oo, +l 0o, N 1 00 4 N (O'W —099)C0t¢+30'm .
| or r Op rsing 00 r 7
N 0o,, +l 00 N 1 00, N 30,,+20,,C0tp e,
| or r Op rsing 00 r B

- -4
Déterminer a—ca I’aide de I’équilibre en fonction de | C,,, _r ,i _r
or R(r,t) [ or|| R(r,t)

Réponse 2.c)
En tenant compte de la symétrie sphérique

(champs ne dépendant que de r, o, =0o,,,0,, =0,

div (o)= {aagr” + 2% ;205’9}

» =04, =0) I'équilibre se réecrit :

e, =0
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Celadonne : —==2Cy,| ——| o3| +— or

ela donne : — 10 r{R(r,t)} +r{R(r,t)} ar{R(r,tJ

C(r,t) est déterminé par intégration a une constante (fonction du temps) pres.

La constante est choisie pour que o, (r,,t)=0

Question 3 :

Pour déterminer ¢(r,t) on peut utiliser la condition aux limites o, (r,,t)=0 en intégrant
I’équation ci dessus.

Ensuite, la relation recherchée entre P(t) et r,(t) serait donnée par o, (r,,t)=—P(t).
Ces calculs sont lourds, aussi nous allons utiliser une méthode plus astucieuse.

En remarquant que o, (r,)=0 et o, (r,)=—P ona P :j%dr.

3.a) En utilisant I’équation d’équilibre, exprimer P = j—ag” dr a I'aide d’une intégrale ne
Joor

faisant pas intervenir ¢(r,t).

Réponse 3.a)

L équilibre s*écrit div (o )= {80” + 2% _2099}9 =0

= or r
r 2 _
Ainsi P :j (9w =) dr

r

n



_201{R(r,t)y+c(r,t) 0 0 |
Or o(rt)= 0 2C,, {ﬁ}zﬂi(r,t) 0
_ 0 0 201{R(:’t)}2 +c(r,t)_
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R(r)=(r* (o) +R):

3.b) En déduire P exprimé a I’aide d’une intégrale de A, = I;—la
1
3 3 3 l
— 3
;—Zz (R2 +(rlR) Ry ) , d’une grandeur fonction de (Clo,/i =
1 1

1

ot pl2)= (2~ (1) +1)
Réponse 3.b)

/12(11): RL’

. . r _
Evident avec le changement de variable 1 = 7 dans I’intégrale.
1

3.c)Lorsque I’on fait I’approximation de paroi mince, on montre que

P(/ll) = M NS avec A, = r—l. Vérifier que le résultat de la question 3.b est
R, A A R,

cohérent avec cette approximation.
Réponse 3.c)

r E
En notant E:/1 et rz—rlzezy, nous avons r= AR,

En approchant la fonction & intégrer par une constante on a

atecsiel i) o] |5

Les résultats sont cohérents

3.d) On revient aux ballons a paroi épaisse. Tracer les courbes
rz(rl) -4 2
) R
P(r,)= j 2C,, { E{L} + E{ﬁ} }dr avec les valeurs suivantes de —%
r

r| R(r) r )
&=2 ,&=1,5,&=1,1 et &=1,01.
Rl Rl Rl Rl
Comparer avec I’approximation de paroi mince et commenter.
Je ne I’ai pas fait.

n



