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Culture générale

Concepts fondamentaux pour les matériaux fissurés
Méthodes de calcul

Prévision de la résistance résiduelle

Durée de vie
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Hypotheses fondamentales de la mécanique linéaire de la rupture
Notion de taux de relaxation d’énergie

Critere énergétique de propagation de fissure

Notion de facteur d’intensité de contrainte

Pourquoi on peut se ramener a un probleme linéaire

Notion de propagation en fatigue

Pratiquer sur un exemple
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Plan de le séance

# Hypotheses de la mécanique linéaire de la rupture
@ Facteurs d’intensité de contrainte
€ Rupture sous chargement monotone (ténacité)

# Rupture sous chargement cyclique (loi de Paris)
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Rappels et intégrale invariante de contour
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Puissance dissipée en téte de fissure

e—0

DFiss — 1im [/ N. [—té-iﬂ’o (‘I’ Mﬂdso] oy

Finallement on écrit
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Hypothéses
Hyperélasticité
Quasi-statique
Levres de la fissure libres de contraintes
Vitesse V,(t) colinéaire a e;
Pour tout contour fermé 0C'

g(t).e; = [ N. [pO\II — tﬁ.g dSo|.e; =0
g o 2/
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Dans une structure fissurée : intégrale indépendante du contour
dans la zone élastique

(g}
—

5 = [ [ Nfwy- B dSo] e
OC;int -

— |: N. [po\IJ — tﬁg d50:| &
OCeut -

1
—

Si tout reste élastique on peut retirer la limite

ger = [/BBN |~ "B.E+po (¥ + M)}dso]

2

Ilbo
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En général le matériau ne reste pas élastique
Augmentation des contraintes pres de la téte de fissure

Plasticité
Endommagement

Dissipations induites par la fissuration

Mais non comptabilisées dans D/
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Recherche d’un critere pour l'ingénieur
Compromis entre :

Energie gagnée en fissurant
Cot de dissipation

Il faut compter le prix total de dissipation pour fissurer et non
juste la dissipation en téte de fissure
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Hypothese 1/3
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| confinée

| Zone d'élaboration ou de process
Dissipation en téte de fissure +
Dissipation induite le reste du matériau

— Zone élastique
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Dissipation globale lors de I’avancée d’une fissure
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Hypotheéses

Petites transformations
Quasi-statique (succession d’états d’équilibre)
Localement isotherme

Transformation et déplacement
P=X+u
Gradient de la transformation

F=1+YVY

Equilibre, énergie cinétique et résultante négligées

v et / o.ndS
0B
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Equation des bilans, puissance dissipée volumique

:@—p(i’—i—%) —%

Puissance dissipée dans B hors dissipation en téte de fissure

p=lm | < :@—p(qf—i-}é)—%)dfl

Puissance dissipée en téte de fissure

DY  lim U n. [~ ({+ Yu) +p(\p+}é€>} ds] v

Intégrale indépendante de contour

7= [ nlov-o((+90)ds) <
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Puissance dissipée dans B hors dissipation en téte de fissure

D=lim | (¢:¥u-pb)do

Puissance dissipée en téte de fissure

D755 = lim [ / n. [—o.Nu+ p¥] dS] V(t)

e—0

Intégrale indépendante du contour dans la zone élastique

ou
J = . [nlp\If —@.g.a—Xl] ds
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Domaine fixe et domaine mobile

oB
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Calcul

. 0 (oivi)  Oojj Ov;
div [g.y] = 8; I — 8le vj + Uija—ai = div L] +o:
0 (equlhbre)
Puissance dissipée dans 5° = 5 —  fixe

D¢ =/((a Vv—p@)dQ

d [/ p\IfdQ] + div EQ] dQ
Be Be

dt
d

dt
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On suppose qu’on est en dans B, car assez
proche de la fissure

U(X,t) = V(X — F(t))

U(X,t) = —AVU.e,

Dans B = B—  mobile

i / p¥d2 :/ p\ildQ-i-/ P\I’Aﬂ-élds
dt | /e Be dBe

_ /A (pxi: + div [p\Ingl}) do

B

_ /A (o0 + AV [p¥] ¢, ) d©2

/

0
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/A p\ildQ—l—/A pW AR dS =0
Be dB¢

B¢ et B¢ coincident a

d

dt

I'instant ¢

D’ol1 en régime permanent

[/ p\IJdQ] :/A pTdQ
Be Be

d

dt

[

_ p\IfAnldS
Be
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En régime permanent

u(X1, Xo,t) = w(X1 — A(t), X2)

D’ou

On a donc

v(X,t) =

. OJu

—A—
0X1

(X, 2)

~/8B5

IS}

M.

v

as—- [
dB¢

119

n.

ou

00X,

AdS
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Puissance dissipée dans 5° = B —  fixe

D = —i [/ p\IJdQ] +/ o.n.vdS
dt Be OB¢ —

—% [/ p\IJdQ} = /A pUAndS
€ aBe

/(93E

D’ou puisque dB¢ et OB coincident a I'instant ¢

ou
D€=/ (\Iln —an—)AdS
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Puissance dissipée dans B hors dissipation en téte de fissure

D=lim | (¢:Yv—pi)de
On a obtenu
D = lim D* = lim Tn —anﬂ AdsS
=0 >0 OB— pEM 0X4

Puissance dissipée en téte de fissure

DT — lim |:/ n. [—g,_u—l— p\I/] dS] K(t)
e—0 -
D’ou

» ou
fiss _ 1; _
D llrré [p\llnl gn 5 1] Ads
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Puissance dissipée totale dans le domaine B

(p\Ifnl — g.ﬂ.%) ds A

DB —D Dfiss _ /
- e

0B

¢

Intégrale indépendante du contour dans la zone élastique

ou

8X1] dsS =G

J = {nlp\If —n.o.
0B -

Attention G # g
G : concept d’ingénieur, g : concept de physicien
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Hypothese 2/3
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rapidement

Pas de modifications significatives de la zone d'élaboration

Q)

A=V

A=V

Zone ¢€lastique liéaire Zone ¢€lastique liéaire
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La est constante
| par unité de surface de fissure est constante

Le est constant pendant la
progression de la fissure

dG ¢ caractérisitique de la dissipation surfacique dans la structure
G = G¢ pendant la progression de la fissure
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Hypothese 3/3
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indépendante de la structure

G¢ : une constante caractéristique du matériau
G : résistance a la fissuration du matériau

G¢ : taux de ralaxation d’énergie du matériau

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 4 Mars 2020 31/81



Validité de I'hypothese 3 ?
Eprouvettes normalisées pour la sécurité

G
A

Eprouvette normalisée

Ge

Epaisseur

Microstructures variées selon la structure
Mise en forme

Cas des matériaux aléatoires (céramiques)
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Modélisation en mécanique linéaire de la rupture
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Description non-linéaire Modélisation élastique
Zone d'élaboration

Zone mal décrite

’ : (Saint-Venant)

Zone correctement
décrite

Zone élastique

Sur 0B avec un modéle purement élastique linéaire G est
correctement calculé
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Mod¢lisation élastique Mod¢lisation élastique

Q)

Zone mal décrite

¢ (Saint-Venant)
© O

Zone correctement

a B décrite

G est indépendante du contour dans un domaine élastique

Sur OB’ avec un modele purement élastique linéaire G est
correctement calculé
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On peut calculer G a partir des champs du modele linéaire dans le
voisinage de l'extrémitié de la fissure, bien que ces champs soient tres
différents, a cet endroit, des champs réels

Sous réserve que les 3 hypotheses de la Mécaniques Linéaire de la
Rupture soient vérifiées
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Développement asymptotique
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Equations d’équilibre en élasticité plane : div [¢] = 0

00z = O0yy 00zy  Ooyy
Ty Ty TW g
Oz oy oz o oy
Potentiel d’Airy
0%A 0%A 0%A
T =GE TV owy W oa?

Les équations de compatibilité de Beltrami-Mitchell donnent

AAA =0
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fissure

Voisinage de la téte de fissure
On cherche A sous la forme

A(r,0) =r*f(0)

Laplacien

_PA 194 1 9PA

-, S a2 (2 "
ad Or? * r Or * r2 002 " (a FO) +f (9))

Bi-Laplacien

AAA =174 (X = 221(0) + ((a— 2)2 +0?) £"(0) + F9(9))
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Equation différentielle en 6

<a2(a —2)2£(0) + ((a — 2)* + a2) £"(0) + f(4)(9)> =0
Polyndme caractérisitque

PX) =X*+ ((a-2?+a*) X?+a?*(a—2)?
= (X —ia)(X +ia)(X —i(a—2))(X +i(a—2))

Solution

f(0) = Ajcos(ab) + Az cos((a — 2)0)
+Azsin(af) + Ay sin((o — 2)6)

On a 4 constantes a déterminer

On a 4 conditions aux limites
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fissure

Conditions aux limites

Oay(T) = Oay(—7) = 0yy(7) = yy(—7) = 0

94 %4

Toy = 2y W= B2

Conditions sur f(0)

f(m) = f(=m) = fi(7) = f'(-m) =

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 4 Mars 2020 42 /81



Conditions

cos(au) cos((a — 2)m) sin(am) sin((a — 2)7) Ay
cos(am) cos((a — 2)m) — sin(am) —sin((a — 2)m) Ay | _
—asin(ar) —(a—2)sin((a—2)m) acos(ar) (a—2)cos((a—2)r) |°

asin(ar)  (a—2)sin((a—2)m) acos(ar) (a—2)cos((a—2)r)

M (o)

Si la matrice M («) est inversible f(6) = 0

La matrice M («) n’est pas inversible pour certaines valeurs de «
Det [M(a)] =0
Infinité de solutions : demi-entiers

k
Vk€Z, ap =
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A esten r®
ogetesontenr

é :gesten 1/r=

a—2

a—2)

Energie au voisinage de la téte de fissure

Solution la plus singuliére avec énergie intégrable

Termes moins singuliers en a, = k/2 avec k > 4 négligeables

(V) <<

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS)

1/ / o :erdrdf
2 0 S

Intégrabilité de I'énergie élastique en r — 0

—2a0+3<1l=>a>1

3

Oé:§

=

~

IS}

L
\/;

AMMS Rupture

L
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Facteurs d’intensité de contrainte

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 4 Mars 2020



Solution la plus singuliére en plan : Westergaard
e () () (D) () oo (o ?)
=2 ()on(£) - e () (- () (%)
v () (o () () e () () (2)
Solution la plus singuliére en anti-plan
Ope = —LLL gin (9) Oy = L o (9)
V2rr 2 o arr 2

Notion de Ky, Krret Kppg

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS) AMMS Rupture 4 Mars 2020 46 / 81



Notion de

A
M N
—_—
N Mode I === Mode Il
-
Y
Mode III
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Définition des facteurs d’intensité de contrainte

Kr = 1:51(1) [ayy (r,0)V 27rr}

K= ll_l’)r(l] [axy(rﬁ)\/ 27'('7"]

K[]] = ,I}E)% [Uyz(T‘, 9)\/ 27‘(’7"]
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Loi d’Irwin et ténacité
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Taux de relaxation d’énergie (indépendant du contour)

ou
G = Un; —on.— ds
aB<p 1 3X1)

Loi d'Trwin (1948)

G=1—1/2

(KF + Kir+ Ktrp)
Critére énergétique de propagation
G =Geo

Les facteurs d’intensité de contraintes n’ont pas de sens physique

Mais sont utiles pour déterminer la propagation d'une fissure
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Ouverture en mode I
K¢ est la ténacité

Caractérisitique matrériau de résistance a la fissuration sous
chargement monotone
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Loi d’Irwin et ténacité

W
3. Tenacité-Densité -
Domézs peur Kiovakkles peurdss vlers
nfreures 3 10 MPami 2 Audeb, qualisit Allages

techniques

; @m"% :

_techniques:

i Caramiques
techniques

porauses

1 3
Densité p (Mg/m®)
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Loi d’Irwin et ténacité

6. Ténacité-Module d'Young

KT g8

Alliages ~
G = o tochniques
-~

-~ Composites
“ techniques:

<7 Polyméres -~
~7/"| techniques
o

-
P
-

o

Mousses
de polyméres,

1 10
Module d'Young E (GPa)
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Loi d’Irwin et ténacité

A
3
o
o
s
=
o
&
@
=]
«<
3
=

o

7. Ténacité-Résistance

Alliages
. techniques
Diameeds b e cfcckse = K2 fro, o

e

-
//‘ - Composites
techniques

oz
Polyméras
techniques

Mousses
de polyméres

Résistance o; (MPa)
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Catalogue de facteurs d’intensité de contrainte
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2a

Démontré au cours 3

K =ovma oo =
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2a

Démontré au cours 3

K =T1Vma
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a(x)

Démontré au cours 3

ﬁ/
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1/ / das
b—a) T —a
Tr—a
,/ d
—a/ b -
Cas part1cul1erb—aeta——a et o(z)
=4/ — /\/a_xdx—m/ﬂa
T™a Jra¥THE T+ a
1 a
:\/—a/ ‘/x—i_adw:a Ta
ma J_,Va—2x
———
Ta

AMMS Rupture
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Démontré au cours 3

Kir(a 1/ / dx
b—a) T —a
K]] / x_ad.%
v b—a) b
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[

Q<—

Perturbation liée au bord libre
Solution de Koiter (1965)

Ky =1.1220+/7a
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—> Q

2a

|

o

b

Perturbation liée aux bords libres
Solution de Isida (1973)

E " 1—0.025 () +0.06 (2)"
(g ev] #(p) - L)
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Q

i

b

Perturbation liée aux bords libres
Solution de Tada (1970)

K1:F(%)U Ta F(

a 2% tan (5¢)
r(g)- V2

— 752
b cos(gg) (0 &2ss

%) ~1.122 (1 _ 3) e

2.02% +0.37 (1 _sin (g:))3>
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Poutre fissurée
Solution de Brown (1966)

K= Q)i

Ou

F(2)= (1.122 ~14(%) +7.32 (%)2 ~13.08 (%)3 +14 (%)4)

AvecE >4  £<0.6
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Poutre fissurée
Solution de Brown (1966) pour L/b > 8

K= 31;52\6/5 (1.96 —2.75 (%) +13.66 (%)2 —23.98 (%)3 +25.22 (%)4>

Solution de Brown (1966) pour L/b > 4

K= 2B (507 (2) w145 (3 - 251 (2) + 2530 (2))
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Eprouvette standardisée
Solution de Wessel

K= %E (29.6 1855 (%) + 655.7 (%)2 — 1017 (%)3 46389 (%)4)

Avec les contraintes
h=12b ac [0.3b,0.7b] c=0.2750 ®=0.250 e=0.5b
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Fissure Penny-shaped
Démontré au cours 4
Solutionde Sih (1973)

K1:2U\/E
s
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L a A
s 3 ¢
Y
Fissure Penny-shaped
Démontré au cours 4
Solutionde Bueckner (1970)
FVZ -
Ki1(0) = 2 4 p2
mv/ma (a? + b2 — 2abcos(6))
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Fissure Penny-shaped
Démontré au cours 4
Solution de Bueckner (1970)

2 2
(r,p)va®—r
/ / m/ma ( a2 +r rdrde

2 — 2arcos(6 — @))
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Cas particulier p(r, go) =0

o oaZ =72
my/ma (a?

+ 172 — 2ar cos(f — ¢))

rdrde

/o T

= 20\/§
7r
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Fissure elliptique
Solution de Kassir (1960)

K;(0) = \/EL\/E( 2sin?(0) + b? 0082(0))1/4

h:@ E(h):/f( 1—h2sin2(u))du
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Fissure Penny-shaped pres d"un bord libre

AD/a,0)

Solution de Smith (1971)

Daniel Weisz-Patrault (Master AMMS)

K7 :20\/Ef (2,9)
™ \a
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9 =— =9
N

Demi-fissure Penny-shaped pres d’un bord libre
Solution de Hartranft (1973)

Ki(0) = 20\/gf (0)] f(0)=1.211—0.186+/sin(0)

Ou pour 6 € [10,170] (en degrés)
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Principe de la rupture en fatigue
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Chargement cyclique

Trous ou fissures pré-existants
A chaque cycle

Plasticité augmente la taille des trous
Longueur des fissures augmente
Pas de propagation de fissure

Les fissures atteignent une taille critique
Propagation de fissure (G = G¢)
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Loi de Paris
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N nombre de cycles

d N :incrément de cycle

N:/dA\v

da :incrément de longueur de fissure a chaque cycle

AKj(a) : amplitude du facteur d’intensité de contrainte dans un
cycle

Loi de Paris

da = f(AK(a))dN
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Loi puissance
F(AK1(a) = o (AK1(a))”

B varie de 2 a 10 suivant les matériaux

B est a peu pres égal a 4 pour les aciers

log(f (4K7))
A

>
>

log(4K;)
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ap : taille initiale de fissure
ac : taille critique de fissure telle que K" = K¢
Ny : durée de vie (nombre de cycles rupture)

ac da
A= / FAK@)
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