Ecole des Ponts

Daniel Weisz-Patrault

Daniel Weisz-Patrault Mécanique Physique des Matériaux



Classification et choix des matériaux
Méthode générale de modélisation en mécanique
Exemple : mécanique de milieux continus classique

Ecriture générale des relations constitutives
Comportement des polyméres et des élastomeres
Etude de cas

Origine physique de la plasticiteé
Elastoplasticité HPP

Elastoplasticité en grandes transformation
Etude de cas

Microstructures et transitions de phase
Contraintes résiduelles

Examen
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Culture fondamentale

[0 Concepts de mécanique en grandes déformations
[0 Ecriture des comportements
[0 Théorie qui sous-tend le calcul numérique
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Dérouler la méthode générale dans un cas simple
Concept de déformation

Concept de contrainte

Grandes transformations

Présentation du modéle le plus courant
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Domaine de validiteé
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| Description de la famille d’objets
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Famille géométrique de 1’objet
Nombre de particules de matériaux
Microstructure des particules

Daniel Weisz-Patrault Mécanique Physique des Matériaux



Moins fin Plus fin

1D : Milieu curviligne 2D : Coque : Volume

o e

A d
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(] Domaine mécanique ou objet :
(1 Dimension

e 3D : Volume
e Modele fin
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Description de la famille d’objets
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[l Nombre de particules : 1
O Modele simple

Moins complexe Plus complexe

-<
-<

1 particule n particules
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Riche

Pauvre
Point Objet rigide Objet déformable (plus rare)

e Fil (1D, 1P) Poutre (1D, 1P orientée) s o
Membrane (2D, 1P) I '& Poutre enrichie (1D, 1P orientée déformable)
Milieu de Cauchy (3D, 1P) H Plaque (2D, 1P orientée)

Milieu de Biot (sol) (3D, 2P) ..
Béton (3D, 4P) mﬂ Composite (2D, nP orientées)

& Cosserat (3D, 1P orientée)

[0 Microstructure des particules = Points non orientés
[] La vitesse généralisée est un vecteur

[1 Modele pauvre

T —
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O
0 Modele libre
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Famille géométrique de 1’objet : 3D (Fin)
Nombre de particules de matériaux : 1 (Simple)
Microstructure des particules : Point (Pauvre)

= Définition d’un espace vectoriel des vitesses généralisées

Dans (); (ler choix) on a 1 champs de vitesses (2ieme choix) vectorielles
(3ieme choix)
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| Description du mouvement et cinématique
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[0 A chaque instant ¢, on s’intéresse a

B E flt F—>.l{(1; t)
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J Volume

Q= 1dQ
Q
. d 01
Slt — ;Z% u/r 1(1&2} — d/P E;Z d) = ‘/(33 t)
N Q1 a0
0
[0 Théoréeme de la divergence
Q= divy [V(z, t)] d
Q4

[0 Valable VQ; =

th = div, [V(z, t)] dy

n(z, t)dS
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Opérateur de taux du vecteur matériel

On considere 1 particule en z et n’importe quelle autre particule dans
le voisinage en z+ dz

dM représente 1’ensemble des particules entre les 2 particules
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[0 A 1’instant ¢ elles sont aux positions
z et z+dz= dM(t)=dz
0 A 1’instant ¢+ dt elles sont (au premier ordre) aux positions

z+ V(z, t)dt + o(dz, dt)
z+ do+ V(z+ dx, t)dt+ o(da, di)

= dM(t+ dt) = z+ dz+ V(z+ dz, t)dt — z — V(z, t)dt

Mécanique Physique des Matériaux

Daniel Weisz-Patrault



O A I’instant ¢ : dM(t) = dz

O A 1’instant ¢+ dt
dAM(t+ dt)

O Variation

=g+ de+ V(z+ dz, t)dt — g — V(z, t)dt

AM(t+ df) — dM(t) = (V(e+ da, 1) — Yz, 0) dt

=V, [V(z,1)] .dzdt+ o(da, di)

V. [z, 1) .dz

Y, Wz 1)]; dzj = dg; 'Y [V(z, 1))

z 2y L2\ Ul g

"V [V(z, 1)
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[0 Eloignement des particules

[0 Apparition du gradient de la vitesse
[0 Rotation de la matiere

[0 Concept a modifier
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Opérateur de variation du produit scalaire entre vecteurs matériels

On considere 1 particule en z et n’importe quelle couple de particules
dans le voisinage

dM et dM

Q t+dt

dAM(t+df)
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[0 Variation de la métrique de la matiére

O Produit scalaire des vecteurs matériels
[0 Dérivée est une forme bilinéaire des vecteurs matériels

AMAN = dM.dM + dOL.dM
= dM. [V, [V(z, ] + 7Y, [V(z, 1)]] .M

O Définition du taux de déformation

iz, ) = 3 (Y, Wz 0] + 7%, [V(z. 1))
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QO

[0 X est la matricule de la particule
[0 z est la position de la particule a 1’instant ¢

O z=¢(X,t) est la transformation
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O Volume

Q= dQ
Qy

[0 Changement de variable z= ¢(X, 1)

dQ = det |V, [6(X, 1)]| d%

J(X,1)

0 D’ou

O = J(X, t)dQo
Qo

O Variation de volume

dQ = J(X, t)dQ
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Opérateur de transport du vecteur matériel
On considere 1 particule en z a 1’instant ¢ et n’importe quelle autre
particule dans le voisinage en z+ dx a 1’instant ¢

[0 dM : ensemble des particules entre les 2 particules dans
O dM, : ensemble des particules entre les 2 particules dans ()

Q) Q,

xX=¢(X,1)
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O Transformation

z=¢(X, 1)

[0 Définition du gradient

O D’ou

dM =Y, [$(X, 1)] .dM,

dM = F(X, t).dM, = dM,. "F(X, t)
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[l Concept 1ié a 1’évolution de la métrique de la matiere

dM.dM' = dM,. TE(X, t).F(X, t).dM,

[ Tenseur de dilatation de Cauchy

C(X,t) = TH(X, t).F(X, 1)
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O Tenseur de dilatation de Cauchy C(X,t) = TF(X, t).F(X, 1)
[0 Déformation de Green-Lagrange

o(X, ) = 3 [0(x, 1) - 1]
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O Déplacement z= ¢(X,t) = X+ u(X,t) & |u(X,t) = o(X, 1) - X

O Gradient de la transformation
FX, )=V [uX )] +1

[l Déformation de Green-Lagrange

X =3 [TEE-1] = 7 [Yyu+ 'Yt V09,

[0 Déformation linéarisée

(X, = 5 [Tut "L
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O Transformation et vitesse z=¢(X,t) = | V(z,t) = — = =

99
t

(X, 1)

OO Variation de volume (Lagrangien)

Ay = J(X, )dQ = | d = J(X, t)d

0 Taux de variation de volume (Eulérien)

dQ; = div, [V(z, 1)] d = | div, [V(g, )] Jd

diVZ [Z(Ev t)] = J()—(’ t)J_l(Xv t)
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OO Vecteur matériel (Lagrangien)

dM = F.dM,, = | dM = F.dM,

[0 Taux de vecteur matériel (Eulérien)

dM =Y _|V].dM =[V_[V].E.dM,

O D’ou
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0 Métrique matérielle (Lagrangien)

L —

dM.dM' = dM,.C.dMyy = | dM.dM' = dM,.C.dM;,

0 Taux de métrique matérielle (Eulérien)

L —

dM.dM =2dM.d.dM =|2dMy. "E.d. E. dMj
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| Choix de 1’espace vectoriel des mouvements virtuels

Daniel Weisz-Patrault Mécanique Physique des Matériaux



Espace vectoriel des mouvements virtuels

V= {l/* cz€ Q= V(z),C! par morceaux}

. . .

Espace vectoriel des mouvements rigidifiants

Vh= {g:e Q= V4 w.z, VL/TGR?’/Vc:uEMgS}
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| Choix des formes linéaires définissant les efforts
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Puissance virtuelle des efforts extérieurs, PVE
Puissance virtuelle des efforts d’accélération, PVA
Puissance virtuelle des efforts intérieurs, PVI

Puissances : formes linéaires de la vitesse virtuelle
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U = || Ae i e d L @ = ) s Gl (@i

O fm : forces massique
U f=pf, ¢ forces de volume
O T : forces de surface
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PVA(l/*)=/Qtp(x t)y(z, ). V" (2)d2

[0 v : accélération réelle de la particule qui se trouve en z a

1’instant ¢ " -
1o 9 = e ) = ¥, V(e 9] Va0 + 2E20
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g
T

PVIV) = [ (A0 V(@) - oo

v,

[

V(2)]) d0

: tenseur de contrainte de Cauchy

héorie au premier gradient
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O Condition de cohérence

La puissance intérieure d’un mouvement rigide est nulle

YV eR? Ywe M /| PVI(Vy+w.z) =0
(1 D’ou
YV eR? VYwe M§
[ (A (Vr+ws)-giw) =0
Q4 — —
O D’ou

A=0 et g:w=0

[] Tenseur anti-symmétrique/symétrique

A=0 et geM;
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8(07,_7 V*) (')(T,'r‘

divy [O'L/*] 8%] = (‘91‘[’ j Ty
00
o0x; I/; + 045

PVIL) = |

Q
[0 Théoreme de la divergence

PVI(V) = | divy[g] V(2)d2— | (e(z t).n(z 1) .V (2)dS
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| Principe des puissances virtuelles
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Yy, VV* € V' PVI(V) 4+ PVE(V*) = PVA(V*)

= Equations d’équilibre du modéle

[0 Equations aux dérivées partielles sur les efforts
00 Conditions limites en efforts

vVt eV
| (@ivelo] +of, = ) Yd2+

o (I— (Tﬂ) V*dS=0

[] Equations fortes du probleme

VzeQy div, [g] +pf =py
Vzedy an=T
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[0 V : champ de vitesse réel
O Puissance de déformation : Ppgpp = —Piyy = —PVI(V)

Posr= [ 2@ t): L, Wzl = | o(a): da o

O Rappel d= TF ' eF!
O Changement de variable z = ¢(X, 1)

Daniel Weisz-Patrault Mécanique Physique des Matériaux



[0 Puissance de déformation

PDEF:/ oz t): (TE e F ) JdQg
Qo — -

O Calculs tr[A.B] =tr [B.A]

o(z,t): (TE eF") =tr[o. TE ' eF !
. .
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0 Puissance de déformation

PDEF:/ o(z,t): (Tﬂ_l.ﬁ.El) Jd
Qo — a

(] On pose

PDEF:/ 11 : edQ
Q-

0 Contrainte de Piola-Kirchoff

U=J(E" g F)
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[0 ndS : Element de surface dans la configuration actuelle
[0 NdSy : Element de surface dans la configuration de référence
[ df : Force élémentaire dans la configuration actuelle

df = o(z, t).n(z, )dS = B(X, 1).N(X, t)dS)

O B : Tenseur de contrainte de Boussinesq (a déterminer)

[0 Volume élémentaire dans la configuration de référence
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(] Aprés transformation

NdSy — ndS| |dMy — dM = dM,. "F

O Variation de volume

| dM.ndS = Jd),.NdS)

O D’ou : :
VdM, dM.ndS= JdlM. "I '.NdS,

O D’ou :

ndS=J TF'.NdS
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[l Force élémentaire dans la configuration actuelle
a.ndS = B.NdSy

0 On a montré que ndS=J TF'.NdS
00 D’ou : Jo. Tgl.ﬁdSo = B.NdSy
0 Tenseur de contraintes

. TF'| (non symmétrique)

[lss]
I
IS

[ Relation avec le tenseur de Piola-Kirchhoff II = J(F_l.g. Tﬁ‘_l)

B=FqI
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[0 Force élémentaire dans la configuration actuelle
a.ndS = B.NdSy
[l Equations d’équilibre et conditions aux limites

VzeQy div, [g] +pf =Py
Vzedy an=T

O D’ou fo, (divg [g] + p(f, —7)) d2 =0
[0 Théoréeme de la divergence

[ gnas+ [ of, - pd2=0
o0 — Q M =
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[0 Force élémentaire dans la configuration actuelle

a(, 1).n(z, 1)dS = B(X, ). N(X, 1) dSo

Oon a : [y andS+ [o p(f —7)d2=0
[0 Changement de variable z= ¢(X, 1)

[ BNiss+ [ Jp(t, - 1)d% =0
Q0 — Q T
0 Masse volumique dans la configuration de référence py = Jp

/ l=3._d50+/ polf, —7)d% =0
69520 QO
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0 On a montré
/ 1=9._d50+/ polf, —7)d% =0
f)flo Q0

[l Théoréeme de la divergence

v, [ (divx[B] +m(f, —2)) d = 0

[0 Equation d’équilibre locale

V)_(E Qo,

divy [B(X, 0] + po(X) [f (6(X, 1), ) — v(d(X, 1), )] =0
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Description Eulér%%nn%
Y(x,

xX=¢(X,1)

hagrangienne

ég — l]é; Tw};r—l IE!I
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