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Classification et choix des matériaux

Méthode générale de modélisation en mécanique
Exemple : mécanique de milieux continus classique
Ecriture générale des relations constitutives
Comportement des polyméres et des élastomeres

Etude de cas

Origine physique de la plasticiteé
Elastoplasticité HPP

Elastoplasticité en grandes transformation
Etude de cas

Microstructures et transitions de phase
Contraintes résiduelles

Examen

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 2/ 78



Culture fondamentale

[0 Concepts de mécanique en grandes déformations
[0 Ecriture des comportements
[0 Théorie qui sous-tend le calcul numérique
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[0 Elasticité entropique
[0 Elasticité enthalpique
[1 Comportement hyperélastique
[0 Identification expérimentale
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[0 Choix fréquent

[] Comportement matériau
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[] Densité massique d’énergie libre

¢0(X7 t) = 60()—(’ t) = T(X, t) S(Xa t)

£%¢ [Cp Tx| = eo(X, 1)
ng,t [227 TK] = s0(X, 1)

O D’ou

T [Q X0 Tz} = Yo(X, 1)
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0 Grandeurs constitutives
[0 Observables

. q.VT
gid=—p(V+Ts)-=——=D>0
~——
D[ DT
. . . .. VNxT
gig—Po(\I’o-l-TSo)—%ZO

O Comportement matériau : €%, 8%, Py, Q% ,» %,
[0 Doit vérifier 1’équation des bilans pour
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| Deux origines physiques
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Entropie
Energie
interne

Déformation (%)

Déformation (%)
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| Hypothéses de la thermoélasicité
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[0 Le matériau est
[] Comportement matériau

0 0 0 0 0
5)_(,15’ S)_ci’ P)_czf’ Q)_f,zf’ Hz,f

[ Comportement : fonctions classique de 1’état
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[1 Energie interne ey et entropie sy fonctions de la valeur actuelle de ¢
et T

[0 Le matériau ne dépend que de 1’état

E% (e(X, 1), T(X, 1) = eo(X. 1)

8% (e(X, 1), T(X, 1) = s0(X, 1)

[l D’ou
\IJOX (E(‘)—(’ t), T(X, t)) = o(X, 1)

[0 Comportement : fonctions classique de 1°état (7 variables)
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| Contraintes de 1’équation des bilans
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™

t2—po (Yo + Tso) —

go'z)_(T >0
7 2

Vraie pour tout solide, tout état et toute évolution possible.
Choisissons de considérer des solides dans des états uiformes

O D’oul : Z)_{T(;(, t)=0
[0 D’ou :

Vraie pour toute évolution possible de la situation uniforme.

Dl=g¢§—/?o(¢o+ Tso) >0
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O Inégalité de Clausius Duhem

s E(X7 t) — Po (¢0(X7 t) + T()_(a t)SO(Xv t)) Z 0

0 Relations constitutives

S% (e(X, 1), T(X, 1)) = s0(X, 1)
v (7(X, t
(e

HXt 6(7, t)v T()—(v t)
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[l Dérivée de 1’énergie libre
: AV (e(X, 1), T(X, 1))
Q;Z)O(X? t) - = dt — =

[0 Inégalité de Clausius Duhem

[ Valable Ve, V T possibles
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O Premier choix
gzoetVT>0

0 Inégalité de Clausius Duhem
oUs\ — 0wl
L= ‘2T PO\ T

T —= ¢ = . 5% (e, T)) >0
ne dépend que de 1’état

>0
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J Deuxieme choix

e=0et VI<0

0 Inégalité de Clausius Duhem

O Conclusion :

owY

0

Il

ne dépend que de 1’état

pour chaque état ¢, T

S%(eT)=-

OV (e, 1)

oT
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O Troisieéme choix

T'=0 et V& symétrique
[0 Inégalité de Clausius Duhem (¢, —¢)

0 e
(Q(Xa t) ﬂOOW) : g

ne dépend que de 1’état

[1 Conclusion : pour chaque état e, T

oW (

(X, t) — Po_—T)

£

Io

anti-symétrique
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pour chaque état ¢, T

O Conclusion :
oVx(e ) .
_8 anti-symetrique

e

O Par ailleurs m(X)=11%, {:

0 D’ou
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O On peut choisir ¥ tel que

00 (e, T) la‘P&(g T)]
X — sym X
£ £
O U5 fonction des e;= ¢
O Remplace e; par (e;+ ¢;)/2 sans changer U5
0J D’ou o
0¥y (e,
(X, ) =Mk (e T) = po K%

7)

MPM
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Entropie
Energie
interne

Déformation (%)

Déformation (%)
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V(e T)

o | ile

(X, §) = po—25——
05 (e, T) 083 (e, T)
mX )= g T

elasticité enthalpique élasticité entropique

[1 Baisse de 1’entropie = apport d’entropie négatif
[l Echange de chaleur avec 1’extérieur
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O Le choix de \I!OX donne (pour e=¢(X,T) et T= T(X,1))

E%e|Cp Tx| = co(X.0) |4 (6 T) = W T) + TSY(e T)

ovs
S%[Cy Tx] = 0(X.0) |Ske D) = -—E(e D

PY |Cxo T Y Tx| = po(X. 1
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0 [Cy Ta] = 2(X. 1) |I(e, T) = sym(

[0 Comportement matériau

0 [Cy T Y Tx] = g,(X, 1)

ovs,

(_ T))

. 0
y gX tr SX t?PX t QX t H)_(,t
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O . : matfér‘iaux incompressibles

O J—1=>J 0=div,V=JJ1=0

O t _tr‘ (sym( )) =div, V=0

O d— tE1 (d) =tr({FLeF ) =tr(E L IELE)
O
O

e=

el =
tr(d) =C:

Forme linéaire f:z symétrique — gl 2
T=0 et Ve e ker|[f
[0 Inégalité de Clausius Duhem

D)

<£(X, t) = po _a;

ne dépend que de 1’état
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O
O Vee kerlf
0 In

O Forme linéaire g:z symétrique > sym <g(1, t) — po—5;

O &€ ker[g] = ker|[f] C ker[g]

3galité de Clausius Duhem

O dim[ker [f]] = dim[ker[g]] = |ke

: matériaux incompressibles

ovl (e,
(a5 28D g

i
r[f = ker[g]
v (e,
dceR, g—cf=0= (sym (g(i(,t) — po %(::ﬂ> — cg_l) 12=0
0 OV (e, T) 1 , ,
= Hg(g, T) = sym POT +cC | ¢ indéterminé
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O Le choix de \IJOK donne (pour e=¢e(X,T) et T= T(X,t))

52{,t [QX TX] — G()(X. t) 82( <£a T) — \IJOX(Q T) + TS%(E) T)

oo 1 = o) |gem -

732( {Qg TLYTX} = po(X, ?)
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Q())_( [gga TK7ETX] = i[o(l(, t)

0 0 a\pg( 1
I [Cy, Tx] = 2(X.1) |T(e T) = sym ( po— (e, T) | + e

spiau : £9..80 PO 00 IO
[ Comportement matériau : &, Sk, Px, Qx s Ux,
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[] Matériaux compressibles
IS, =sym|po—F—">

O Contrainte de Piola Kirchoff

[0 Contrainte de Cauchy matériaux compressibles
(311’9_((g,ﬂ> )

—== "\ 'F

Oe =
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O Matériaux

0 Contrainte de Piola Kirchoff

[0 Contrainte de Cauchy

g = pF.sym (
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[l Dissipation intrinseque

[0 Dissipation

O Loi de Fourier
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O Loi de Fourier

Q())_( [E’ T’ZKT} =4 = X( 7).vY

[ Tenseur de conductivité k, de la particule X

[0 Comportement thermique 1sotr‘ope homogéne

VX, ky(e, T) = ke 11
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. 0
Le choix de \I/)_( et lzc)_( donne

A
52{,t I:QX’ T§:| — C()(AX‘, t) 8% (ga T) — ‘I’())_((g, T) - T 8;'_((2’ T)
o o ovs
8% [Cy Tx] = 0(X.0) |S%(e T = ——=(e, D)
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Le choix de \1/9_( et lzc)_( donne

Q% [Cy T Y Tx| = g,(X, 1)

O (e 70,7 = kyle DT

% [Cy Tx] = n(X, 1)

0wl
1 o a2

. (& T))
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Le choix de \IJOK et lé)_( donne
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. 0
Le choix de \IJ)_( et lé;_( donne

o (E’ T. ZJ_(T) = —ky(e T).NxT

AR
% (e, T) = sym (Po af

(gﬂ>+
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| Hypothéses
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O HPP
[l Faibles variation de température au voisinage de Ty

T=Ty+ AT

[l Energie libre développée au deuxieme ordre

1 1
p¥(g,AT) = pVo+ag,:e—psoAT+ 5E° R:e—-ATB:g— §p7AT2
[0 Relation constitutive
0 ovs
X(gv T) - 9T (27 T)

[0 Entropie
ps(e, AT) = pso + B : £ + pyAT
[0 sy est 1’entropie initiale
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[l Entropie
ps(e, AT) = pso + B : e+ pyAT
[0 Chaleur massique

Ts(e, AT) = —B: &+ Ty T

[0 Ty : chaleur massique du matériau
[]-%ﬁ : tenseur des chaleurs latentes massique de déformation
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[0 Energie libre développée au deuxieme ordre

[lll=s
1)
|
>
=
lion
|
N | =
2
>
s

1
p¥ (e, AT) = p¥y +0,:e—psoAT+ &’

[0 Relation constitutive
vy O
% (e, T) = sym <P0 3 =(a T)) =0 =p -

[] Contrainte de Cauchy

g=g,+8:e-ATp

(] On pose le tenseur de dilatation thermique
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0 Contrainte résiduelles an abstrait

g=g,+RB: (¢~ ATa)
= 1
Eeas
[ Déformations résiduelles g associées a des
phénoménes physiques.
[0 I1 existe une déformation élastique gﬁ“ telle que

1 ¢ 1
g = 5 (Yo + Vo) = 8™ + 55
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g=g,+E&: (e~ ATq)
O a, contrainte initiale
00 R : tenseur de raideurs (21 coefficients)
[0 o : tenseur de dilatation thermique
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| Matériaux isotropes
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R : tenseur d’ordre 4 symétrique isotrope

O
[0 Espace vectoriel de dimension 2
O]

Base commune
I®1

-

Relations fondamentales

O

[0 Coefficient de Lamé A pu

O D’ou
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O Meilleure N |
—I® 1 e
[0 Relations fondamentales
1 tr‘(g)
—I®[: = =]
3:®: g 3 =
N——
isotrope
L tr (g)
(1-3101) :e=c— —Z1=dev[d]
~—————
déviateur

50 / 78
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[ Meilleure : |pr‘ojecteur‘ et orthogona1e|

0 Relations fondamentales

pors= "= T8 T
~——
4
14-4
(g—%mz) gzdev[g]ig g gzg dev[e]—dev[]zg &
B

lllisv

Illiv
Il

Il

=
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[0 Meilleure : |projecteur et orthogona1e|
[0 Relations fondamentales

tr (¢) tr (e)

L tr (g)
gd®lie=—=I=B:Ad:e=—=B:I= dev[l] =0
——
A
g:ézo
(1-LroD) re=dev] > 4:Brc=acev ] = TVl g
! £2°£7 %
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0 Meilleure

: |projecteur et orthogona1e|

0 Relations fondamentales

Wl

tr(e) 1 /1 1
2= =1~ | (5190): (5104) = (5701)
[-11® I) te = dev [g]
§ 3: S i

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM
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projecteur et orthogona1e|

O Meilleure
[l Tenseur d’ordre 4 isotrope quelconque
T—a<11®l)+b<l—ll®l>
= \377% = 3= =

[0 Inverse
=1 <1I® I> 41 (I— lie I)
= g \3= = b\ 3= =

54 / 78
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[l Meilleure : |projecteur et orthogonale

[0 Tenseur de raideur d’ordre 4 isotrope
R=A&I+2ul

[0 Expression dans 1la bonne base

1 1
B= @ +2)(sI01) +2u(I- Is])

1

[0 Tenseur de souplesse

1 <1 ) 1 ( 1 )
= (zI®I)+—(I-ZI®I
St \3285) T, \e 7 34%4

112
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O Traction uniaxiale :

g=0e,®¢,

[] Mesure du module d’Young FE et coefficient de Poisson v

elas __

O D’ou

[0 Tenseur de souplesse

S=

O Identification
3\ +2p
:M—
A+

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)
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| Comportement hyperélastique incompressible
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[0 Contrainte de Cauchy
oY (e,

[

g = pL.sym ( T)) .tg+ ¢ c¢ indéterminé

o |

0 Déterminer
OT(

[] Notation simplifiée
Ve ) = U(e)

59 / 78
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[0 Matériau isotrope sans variation de volume
[0 Donc ¥ fonction des invariants de e¢ ou C

L =tr (C)

L= (f-tr(CO)

N —

O D’ou

U (I, L)
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[J Contrainte de Cauchy

s}

oV
g = pE.sym <8—(e)> .t1=7-|- c c¢ indéterminé

J Dérivation
ov _ov oV
82 - 811 8[2

O Scalaires
O
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0 Calcul de

06 oei;
L =208 +3= —— =252 =20
! i+ oey T dey, i

62 / 78
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0 Calcul de

b= (B—tr(C0))

tr (gz) = 4tr (gg) + 4tr (g.;) +tr (;)
tr(C.0) =4de: e+ 4L: e+ 3= 4c} + ddye + 3
0 86% Deji Oejj oej;
(9—;"(2-9 = dg, T4y, - = Beg o+ 4by5

]aekl

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)

63 / 78



0 Calcul de

64 / 78
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[J Contrainte de Cauchy

D

ov
g = pL.sym (%) .tg+ ¢ c¢ indéterminé

0 Dérivation
ov _ oV ov

B¢ oL ' oh
0 Calcul

0 D’ou

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM
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[] Tenseur de dilatation de Cauchy gauche

C =E'F
_g = =
(] D’ou
oV oV ov
o [( 1) g - g o] vl
e=2%\\on Thon) %~ gnSS) T4
[0 Avec ¢ indéterminée
[0 Comportement = définir
(1, I2)
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| Comportement hyperélastique compressible
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[l Matériau isotrope variation de volume

O Donc ¥ fonction de J

J = det (F)

[1 Se ramener au cas précédent avec des invariants a volume constant

— J5F

s

det (F) =1 et C='FF

T=tr(Q)] et |h=; (- tr(CO))

68 / 78
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[l Contrainte de Cauchy compressibles

ov
omzom(22) 1

0 Dérivation
ov  ov ov ov

62 ol 0L aJ
0 Scalaires
O : difficile a calculer
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DOnag:élzplil
g 0Vdl ovdh  ovdJ
- 9L dt 9L dt  9J dt
g p(Pvdh, ovdh  ovd
Z:2=P\o7, dt T oL dt " aJ dt

[l On exprime les dérivées temporelles en fonction de

e

0 On identifie a
O Notations
tr(g)
p=——3 et g=-pl+s

: partie isotrope = associée a J

O
o =S

: partie déviatorique = associée a I, ]
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[0 Calcul de ¢/

t
tr(d) = 75
0 D’ou
dJ
4, = tr(d)
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O Calcul de %

F=J35F et tr(d)=J"%
dF 1dJ 4 1 dF
==—--—J3F+J3=
dt 3 dt Lo dt

(] D’ou .

L3 (Ler(gpr £

_— = 3 — —
dt ERC D

[0 Gradient de vitesse partie symmétrique d et anti-symétrique
d+9-yv=E p1
— =____ a':

O D’ou
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0 On a vu

O D’ou

deu(d)
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0 Calcul de %

%:dev (d) E+QF et t% = F.dev(d) - 'EQ
Oona C='FF
€ _dF - 59 _ oipiev(d) T
E—W=+ =a = eV(>-=
O Invariant T, = tr ()
dI dC - 7
(Ttl —tr (d_?> = tr (2'Edev (d) .F)

O D’ou
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O Calcul de %

— 1 _
_[2—§<I]_ —tr (gg))
0 D’ol =
dlr, —dp — dl
1 Or _
dC _
—; = 2'Edev(d) E
1 D’ou
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0 Calcul de %

dt dt ST
O Oon a
di
5 =2(EE) : dev (d)
O D’ou
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oL, dt T oL dt T o7 dt

IS

[10n a - -
(8\11 dii, ovdhL 0V dJ)
=p ——

0 On a montré

dJ di T tR . db TR _ Rt n th
@’ 5 =2(&'E):dev(d)| |57 =2(REE-E'EE'E) : dev (d)
0Onag=-pl+s
gid=-p  +s:dev(d)
[0 Identification
o U 00\ o OV o
p==p1 | =2 p dev|( D+ ) ET-""EFEET
~~ 9J| | ~~ oL oL/ = 0L == =
po poJ =1 e
=9
77 | 78
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[0Onag=-plt+s

v U _ov) — w__ _
0 0 0 800

= —po—— =2poJ 1 d {<i Jt)c—i :
p Poaj S £0 ev 8]1+ 18]2 &~ 9%

[0 Comportement = définir

V(L b, J)
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