Corrigés des exercices 

Corrigé de l’exercice 1:

On considère 2 atomes, de même masse m, dont la liaison est déterminée par l’énergie interne suivante
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On suppose qu’il n’y a pas d’agitation (thermique) et pas de forces extérieures exercées sur ces atomes.
Dans ces conditions on peut postuler que la position d’équilibre minimise l’énergie interne

Question 1: 
a) Calculez la distance a entre les deux atomes au repos (température absolue=0°K) en fonction de 
[image: image4.wmf]B

e

,

,

0

e

.
b) La distance a est mesurée
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Déterminez B en fonction de 
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 et exprimez 
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Réponse 1 : 
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Question 2: On exerce un couple de forces opposées, d’intensité F, pour écarter les atomes de leur position d’équilibre. 
Dans ce cas, la distance interatomique à l’équilibre minimise l’énergie potentielle
[image: image13.wmf](
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a) Déterminez la relation non linéaire entre F et 
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b) On note 
[image: image15.wmf]d

 (« déplacement ») la variation de la distance inter atomique à partir de la position d’équilibre, 
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Développez au premier ordre la relation entre F et 
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c) On considère maintenant un matériau cristallin. Nous supposerons qu’une « section » de ce matériau est constituée d’un assemblage régulier de 
[image: image18.wmf](
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 atomes disposés suivant un réseau surfacique de maille carré de coté a. (la surface de la section considérée est donc 
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(N et M très grands).

Pour simplifier l’analyse nous ne prendrons en compte que les interactions de deux atomes en vis-à-vis dans deux réseaux parallèles. Nous avons ainsi 
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 forces parallèles exercées sur une section du matériau. En vous appuyant sur le développement au premier ordre de la force inter atomique en fonction de la variation de distance interatomique déterminez l’expression du module d’Young du matériau cristallin ainsi modélisé et donnez sa valeur numérique..

Réponse 2 : 
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La « déformation longitudinale » du matériau est
[image: image23.wmf]a
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La « contrainte » est la force surfacique. Elle est égale à 
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Elle peut être approchée par
[image: image25.wmf]2
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 car N et M sont très grands.

L’estimation du module d’Young est le rapport de la « contrainte » sur la « déformation ».
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(à titre de comparaison, le module d’Young de l’acier =210GPa, celui de l’alumine=366GPa)

Question 3: On revient à la paire atomique. On écarte les atomes de leur position d’équilibre et on note 
[image: image28.wmf]max
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le maximum de l’écart à l’équilibre de la distance interatomique ainsi obtenue. On lâche ensuite les atomes sans vitesse initiale et sans force extérieure.
La paire atomique se met alors à vibrer dans son référentiel barycentrique et l’écart à la position d’équilibre oscille entre une valeur 
[image: image29.wmf]min
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 est différent de 
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a) En considérant une approximation au troisième ordre en 
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 de l’énergie interne, déterminez une relation entre la « variation médiane de distance entre les atomes par rapport à l’équilibre» 
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et la « demi amplitude de l’oscillation »
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b) On sait relier la température absolue macroscopique T d’un matériau à la moyenne de l’énergie cinétique microscopique de ses atomes dans le référentiel barycentrique et donc à A,  la moyenne du carré de l’amplitude d’oscillation de ses atomes.
[image: image36.wmf]2

CA

T

=

 (où C est inversement proportionnel à la constante de Boltzmann).
A partir du modèle bi atomique ci-dessus estimez le coefficient de dilatation thermique du matériau cristallin.
Réponse 3 :
Lorsque
[image: image37.wmf]min
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, l’énergie cinétique du système est nulle, donc
[image: image38.wmf](

)

(

)

max

min

d

U

d

U

=

.

 
[image: image39.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

-

+

-

7

max

max

0

2

7

min

min

0

2

1

1

7

1

1

1

4

1

1

7

1

1

1

4

a

d

a

d

a

e

U

a

d

a

d

a

e

U

i

i

pe

pe


En simplifiant et en approchant ces expressions au troisième ordre en 
[image: image40.wmf]a
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Soit :
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Ce qui s’écrit après factorisation
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11

3

2

min

min

max

2

max

min

max

min

max

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

ú

û

ù

ê

ë

é

-

a

d

a

d

a

d

a

d

a

d

a

d

a

d

a

d


En utilisant 
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Comme
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, on trouve 
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On peut relier la température absolue du matériau, au carré de l’amplitude de l’oscillation de ses atomes.
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La dilatation thermique du matériau, pour une augmentation de température de 
[image: image51.wmf]T

D

, peut être approchée par la variation de 
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Le coefficient de dilatation thermique est donc approché par 
[image: image55.wmf]2
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Corrigé de l’exercice 2:
On considère le réseau atomique plan ci-dessous. Pour simplifier l’analyse nous supposerons qu’un atome n’a d’interactions qu’avec ses plus proches voisins. L’énergie interne d’interaction entre deux atomes est la suivante en fonction de la distance interatomique r.
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On suppose qu’il n’y a pas d’agitation (thermique). 

On allonge le réseau dans les directions 
[image: image60.wmf]x

e

ou 
[image: image61.wmf]y
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.
Au repos, la distance inter atomique est uniforme et vaut a0.
Après déformation le réseau est caractérisé par deux paramètres

a la distance interatomique pour les atomes situés sur une droite parallèle à 
[image: image62.wmf]x

e


b la distance interatomique pour les atomes en « oblique »

Question 1: Calculez, en fonction de a et b, l’énergie interne d’un « triangle » constitué de trois atomes (voir figure)

[image: image63]
Attention, il ne faut compter que la moitié de l’énergie d’interaction entre chaque couple d’atomes, l’autre moitié comptant pour le triangle adjacent.

Réponse 1 :
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Question 2: On impose dans cette question la valeur de a en allongeant le réseau suivant 
[image: image65.wmf]x
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a) Déterminez, en fonction de
[image: image66.wmf]a

e

a

,

,

,

0

0

e

, la valeur de b qui minimise l’énergie interne du « triangle », donc l’énergie surfacique du réseau. 
b) Commentez en faisant le lien avec 
[image: image67.wmf]yx
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le coefficient de Poisson transverse sous allongement longitudinal d’un matériau cristallin lorsque
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c) Exprimez 
[image: image69.wmf](
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la densité volumique d’énergie interne dans le cas des petites déformations 
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[image: image72.wmf]l
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 est le module longitudinal du matériau et donnez l’expression de 
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Réponse 2 :
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La « hauteur » du réseau suivant 
[image: image76.wmf]y
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La déformation longitudinale est donnée par 
[image: image78.wmf]0
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La déformation transversale est donnée par 
[image: image79.wmf](
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Pour déterminer le coefficient de Poisson transverse sous allongement longitudinal on étudie 
[image: image80.wmf](
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pour les petites valeurs de 
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Comme 
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On a donc l’approximation 
[image: image85.wmf]3
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Le volume de la maille élémentaire est 
[image: image86.wmf]2
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L’énergie interne dans cette maille est 
[image: image87.wmf](
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En posant 
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On a 
[image: image89.wmf](
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Soit encore

[image: image90.wmf](

)

2

0

0

2

8

3

x

x

a

e

Cste

U

e

pe

e

+

»


Ainsi la densité volumique d’énergie interne est 
[image: image91.wmf](
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Le module d’Young longitudinal est donc 
[image: image92.wmf]c
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Question 3: On impose dans les questions suivantes la valeur de 
[image: image93.wmf](
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 en allongeant le réseau suivant 
[image: image94.wmf]y
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a) Déterminez, en fonction de 
[image: image96.wmf]h
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, les valeurs de a et b qui minimisent l’énergie interne du « triangle », donc l’énergie surfacique du réseau sous la contrainte(mathématique) 
[image: image97.wmf](
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On notera F le multiplicateur de Lagrange de cette contrainte pour des raisons qui apparaitront plus loin.

On écrira les équations dans le cas général puis on résoudra sous les hypothèses simplificatrices 
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b) Commentez en faisant le lien avec 
[image: image101.wmf]xy

n

le coefficient de Poisson longitudinal sous allongement transverse d’un matériau cristallin, puis comparez avec la valeur trouvée lorsque l’élongation est imposée suivant 
[image: image102.wmf]x
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 et commentez ce résultat en faisant une conjecture sur les symétries du matériau.

Réponse 3 :
Nous devons minimiser l’énergie interne 
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Sous la contrainte (mathématique) 
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Notons F le multiplicateur de Lagrange de la contrainte.

Le triplet 
[image: image105.wmf](
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 est donné par les trois équations


[image: image106.wmf]0

=

¶

¶

-

¶

¶

a

C

F

a

U



[image: image107.wmf]0

=

¶

¶

-

¶

¶

b

C

F

b

U



[image: image108.wmf]0

=

C


Ce système s’écrit après calculs
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Ce qui s’écrit plus simplement, « trouvez le triplet 
[image: image112.wmf](
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sous les hypothèses simplificatrices 
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ceci se réécrit au premier ordre« trouvez le triplet 
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En combinant les deux premières équations pour éliminer F on trouve
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On en déduit la valeur de 
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en fonction de 
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Ainsi 
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Nous venons de démontrer qu’il y a égalité entre


[image: image130.wmf]xy
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le coefficient de Poisson longitudinal sous allongement transverse


[image: image131.wmf]yx
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le coefficient de Poisson transverse sous allongement longitudinal.

En fait le résultat est plus général et l’on peut montrer que le réseau périodique plan formé de mailles triangulaires équilatérales est isotrope, ce qui veut dire que le coefficient de poisson serait identique pour toutes les directions de traction simple.

Question 4: 
On considère un matériau cristallin constitué d’un empilement de plans atomiques parallèles,  identiques à celui étudié ci-dessus. La distance entre ces plans (mesurée suivant
[image: image132.wmf]z
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la normale aux plans) est c. 

On se place dans le cas d’une élongation imposée suivant 
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a) En identifiant le sens physique de F, le multiplicateur de Lagrange dans la question 3,  et en vous plaçant dans une hypothèse de petites déformations, (
[image: image134.wmf]1

0

0

<<

-

=

a

a

a

x

e

 et 
[image: image135.wmf]1

0

0

<<

-

=

a

a

b

b

e

 
[image: image136.wmf]1
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), donnez au premier ordre, la relation entre
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 la force surfacique de traction sur le matériau (nécessaire pour allonger celui-ci dans la direction 
[image: image138.wmf]y
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) et F.

b) En exploitation les équations de la question 3, donnez la relation (linéaire en première approximation) entre le multiplicateur de Lagrange F et la déformation
[image: image139.wmf]y
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.

c) Déduisez en une expression du module d’Young du matériau cristallin dans la direction transversale
[image: image140.wmf]y

e

.

Réponse 4 :
La contrainte du problème de minimisation sous contrainte ci-dessus a la dimension d’une longueur. Le multiplicateur de Lagrange a donc la signification d’une force exercée au sommet « haut » de la maille élémentaire (elle crée l’allongement imposé de la cellule élémentaire).

Cette force est équilibrée par deux forces de module 
[image: image141.wmf]2
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et de sens opposé, aux deux autres sommets de la maille élémentaire.

Si nous considérons une surface rectangulaire de dimensions 
[image: image142.wmf]0
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et 
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, la force orientée suivant
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 agissant sur cette surface est 
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. Le coefficient 2 dans cette expression, vient du fait que dans l’assemblage des mailles, chaque nœud est le lieu de trois forces, la première de module F les deux autres de module
[image: image146.wmf]2
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La force surfacique est donc 
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La première équation du système de la question 3 est 
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Avec 
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x

e

e

3

1

-

=

 on trouve 
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On en déduit 
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Le module d’Young transversal est donc 
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Question 5: 
On reste dans la situation des questions 3 et 4.

a) Exprimez en fonction de 
[image: image153.wmf]y
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 la densité volumique d’énergie interne 
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dans le matériau sous la forme
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b) Retrouvez l’expression du module transversal trouvée à la question 4.

Réponse 5 :
Rappelons l’expression de l’énergie d’une maille plane
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Dans le cas de petites déformations , (
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), elle se réécrit au deuxième ordre
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Or 
[image: image162.wmf]y

x

e

e

3

1

-

=

 et 
[image: image163.wmf]y

b

e

e

3

2

=


Donc 
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Le volume unitaire d’une maille est 
[image: image165.wmf]2
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La densité volumique d’énergie interne est donc
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Le module d’Young transversal est donc 
[image: image167.wmf]c
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Nous retrouvons bien l’expression de la question 4.

Remarque :Compte tenu du commentaire fait plus haut sur la nature isotrope de ce réseau, nous ne sommes pas surpris de constater que le module d’Young longitudinal est égal au module d’Young transversal.
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