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Culture fondamentale

[0 Concepts de mécanique en grandes déformations
[0 Ecriture des comportements
[0 Théorie qui sous-tend le calcul numérique
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[0 Procédure d’identification expérimentale
[0 Principaux modéles de comportement
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[0 Invariants du tenseur de Cauchy

bOI =
oS
'7‘0
IIQ
I
SN——

[] Densité massique d’énergie libre

U(e) = V(L k)

[0 Comportement (¢ quelconque)

N M pp- g ppty
=2 Kajl-i_[la[z g EEFF|+cl
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0 Définitions

Iy
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[0 Invariants
J=det[E] |L=tr[q] | L=1}(%-
[] Densité massique d’énergie libre
Ue) = V(h, I, J)

O Comportement (g = pl+s)
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| Différents essais
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o, (MPa)
(0]

601  x—x Traction simple

+—— Traction equibiaxiale
50 o—o Traction plane

40

20

104
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| Balayage de 1’espace I, I, J
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O Transformation
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0 Contraintes

—p 0 0
g=-pl={ 0 =p 0
0 0 -—p
[0 Comportement
p
__, 9%

0 Souvent

V(L L, J) =|Viso(J) |+ Vaev(]1, )

1/
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O Gradient

[
I

S O >
g
D=

O Invariants 0y (MPa)

%—x Traction simple

L=X+2)""|L=Xx"7?+2) wll 2 TR A

0 Contrainte : S—}Z en fonction de )\

15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 15
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O Gradient
A0 O
F= 0O X O
0 0 X2
0y (MPa)
0 Invariants -
X: 1::222: :;zgéiaxiale
_ — 50 o—o Traction plane
L =224+ | L =222+ )
0 Contrainte : S—}Z en fonction de )\
“ A
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0 Gradient

(I~

I
o O X
o~ o
o o

0, (MPa)

0 Invariants

81  x—x Traction simple
+—— Traction equibiaxiale

_Il = )\2 + )\—2 + 1 | 72 = )\2 + )\—2 + 1 504 o—o Traction plane

O Contrainte : S—l“; en fonction de A

A

15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 15
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80—
1L (M)
70-
60-
50-
40-
30-

20

10

—— Traction plane
—— Traction simple

—— Traction equibiaxiale

T =K+K+1
L=224+%2+1
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[0 Dans un certain repére . .
P [1 Domaine possible «

A0 0
F={ 0 x 0 120‘2_(1‘”1)
0 0 A 'A? =lae {—5,1}

[0 Invariants

I = A2 + A% 4 (2ot
0 0 _12 = A2 4\ 20y A2(a+1)

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 22 / 82



80—
11 (M) 0=0.5 0=0
704
o=1
604

504

40 —— Traction equibiaxiale
—— Traction plane
304 — Traction simple

20_- :-025 (X,:'O.S

(D)
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
T =024 2)2%4 20D T, =X 21252042

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 23 / 82




| Intégration de ¥
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O Gradient

lie>
I
o o >
g
N |=

O Invariants
L=XN+221|L=Xx24+2)

[0 Section actuelle S= %
[0 Contrainte de Cauchy

F F
o1 =5=Ag

S 5 o922 =033 =0
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0, (MPa)

%—x Traction simple
— Traction equibiaxiale
o—o Traction plane

A
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[0 Comportement hyperélastique incrompressible

z=2|(

O D’ou
F

o =Ag =

So

15)
022 =033 =0 =2pg K

O Elimination de ¢

o5 £

+(A2+
+(A2+

]
Fip— —
0L =

So

[

3 55

ov

= (X — )\—2)}

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts)

MPM

26 / 82



0 On a montré

A?}; — 2 (55 + (2 )\) 231;) (W =271 - 2—7‘1;@4 ~A7?)

[0 Simplification
F ovr  ov
= 2pp(1— A~ ()\— _)
g, ~ 2ol ) oL | ok
O Invariants

L=X+22"1 [ L=X2"2+2)
J Dérivation

@ 9L 0V 9L, 00 ( oT aqf>
— =2(1 — )\~ Ae— It —
D onon T onan X ) a1, o,
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O Trajectoires
_11:>\2+2)\_1 |72:)\_2+2)\

J On a montré

F av

[

[0 Trés facile a intégrer

[P
\If()\)_/l P
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O Gradient

s>
I
o o >
o > o
o o

[0 Invariants

L =2X2+ 24| =2\2+ )\
[0 Section actuelle S= %
[0 Contrainte de Cauchy

F F

011=022=§=)\S—0 o33 =0
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[0 Comportement hyperélastique incrompressible

oc=2p Ka—qurha\I’)F tp— 611/F ‘P F tF] +cl
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O Elimination de ¢

Fo §§E 2 ov 4 __EEE 4 -8
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0 On a montré

)\S—O = 2po Ka 7,

[0 Simplification

O Invariants

J Dérivation

av _
dx

XA

ov

2
+ (227 + 271 i

©pE =

So oL 0l

71 =2)\2 I P | 72 =272 I 2

on v, oL ow
O\ 0L
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O Trajectoires
E:2V+A%|E:2XQ+M

J On a montré

F 1 4dv

S 2%

[0 Trés facile a intégrer

L, [P EY)
\P(A)_Z/l P
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O Gradient

lie>
I
o O X
o~ o
o o

O Invariants
L=XN4+224+1|L=X+12+1

O Section actuelle S= %
[0 Contrainte de Cauchy

F F
o1 =5=A

S SO 033 022
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G, (MPa)

%—x Traction simple
+— Traction equibiaxiale
o—o Traction plane

A

15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 15




[0 Comportement hyperélastique incrompressible

oc=2p Ka—qurha\I’)F tp— 611/F ‘P F tF] +cl
- 2

oI, oL
- brou F oT o o
=A—=2 K— PR S | ) A2 — 2\ }
g1 = Ag T po 6[1+( A >8I A

oV ov oV
0‘33=0=2p0{<8—l+(/\2+)\ +1) ))\_

X
ol oL, 1T °¢

O Elimination de ¢

F oV ov oV
A— =2 K— A2+ )A—,\—Q—TA‘*—A—‘*}
S P0 8[1+< AT )312 ( ) 812( )
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J On a montré

F ov ov ov

A— =2 K— A+ 241 ))\—)\_Q—TA4—)\_4
5 = 20 811+< +A2 4 )3[2 ( ) ( )
[ Simplification

v 6@)

F
5 = 2l \on T ag,

0
O Invariants
L=XN+X22+1]|h=M+12+1
[0 Dérivation _ _
av 0L Ov 0l OV _3 (8\11 8@)
D onor Tanen A o7 + o5
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O Trajectoires
L=M+X24+1|L=X+)2+1

J On a montré

£ dv
S Udh

[0 Trés facile a intégrer

A F(N)
muy_A P

Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM 36 / 82



L)

60+

504

30
20

104

—— Traction equibiaxiale
—— Traction plane
—— Traction simple

F_ d¥
F_ 1av¥ S Po d;
S Po2 di

F__ d¥

S o dj
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80—
11 (\)
704
o=1
60
50
404
30
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0

0=0.5 o=0

—— Traction equibiaxiale
—— Traction plane
—— Traction simple

0=-0.25 o=-0.5
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Ces essais sont, a 1’évidence, insuffisants pour déterminer le
comportement si 1’on ne fait pas d’hypothéses complémentaires.
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[0 Formes polynomiales réduites
e N=1 : Néo-Hookéen
e N=3 : Yeoh

O : Arruda-Boyce (1993)

[0 Formes polynomiales
e N=1 : Mooney-Rivlin

O : Van Der Waals

(] Ogden
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| Formes dépendant du premier invariant
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La dépendance par rapport au deuxieme invariant est tres faible par
rapport a celle du premier
YEOH (1993)
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80

1L | rF 5)(d¥ 2N
N §=2p, (04 )(d—[]+A - )
60

F_, 2 5 d¥ X
50 =2p§(A-A )(dll +§g\)
40-
> EZZ (1_I3)(d_y//1+ SU)
N s o ar,” " d
| ¥ identique ?
104
2 L (M)
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d¥
2,0067_1

+—+ Traction equibiaxiale
84 o—o Traction plane
x—xX Traction simple
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I~

0 M [1 Décomposition

éz - éz;l'éz;h e IIIIHHIII!III!HI

£el

N

N
po¥ (L1, I, J) = Z Cro (71 - 3)k+ Z

k=1 k=1

1

[J Module de cisaillement initial : po =2 Cio
0 Module de compressibilité initial : ky= -
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_ - 1
po® (I, T, J) = Cio (L — 3) + Dr (Jo— 1)?
= = & = B 1 2%k
po¥ (I, 5, )= Cio (L —3)" + > — (Ja—1)
k=1 =1 Dr
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[0 Physique statistique
[0 VER cubique
[0 8 chaines

[] Développement tronqué a 1l’ordre 5

[0 X\,, : élongation de blocage de chaine

5
- = Cr (5 ko | (£ -1
po¥ (L, I, J) = po ) Q(T]il) (1]1C - 3k> t3 [% —In (Jer)
=1 Am
1 1 11 19 519
Y79 1™ 201 @ 1050 ™ 7050 | ° 673750

Souvent le meilleur modéle de comportement
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| Formes dépendant des deux invariants
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N

k=1

N

1

po¥ (L, b, J)= > C}k(71—3)j(72—3)k+z—

(Jel = 1)2k

[0 Module de cisaillement initial :
[] Module de compressibilité initial :

po¥ (L, b, J) = Cio (71 — 3) + Co1 (72 — 3) + Dil (Ju— 1)
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po¥(l B, J) = o l_%— 3)in(1 =) +1) - o <$> ]

)

I=(1-p)L+p8hL, Be[0]]

~ 1
[ 1-3):
=\ "3

O A\, : élongation de blocage de chaine

0 a : paramétre d’interaction
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| Formes écrites a 1’aide des élongations principales
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[0 A1, A2, A3 : élongations principales et Xk:J_%)\k

N
- - 2
PO‘I’(A,IQ,J):Z%(/\ + X" )+Z Ja—1)°

k=1 'k

[0 Module de cisaillement initial : HOZZMk

2

[] Module de compressibilité initial : ky= D
1
O N=2, a1 =2, ag =—2= Mooney-Rivlin

O N=1, oy =2 = Néo-Hookéen
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| Méthode inverse
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[0 Elongations mesurées :

00 Forces mesurées : (/7"

7

()‘;'n)ie{l,---,l}
)ie{l,---,l}

0 Paraméetres du modele :

0 Invariants calculés :

OO0 Traction simple, équibiaxiale, plane /' (P)= F(\,P) :poso%(w, P)

P= (}Dlaf' 'a-FvV)
L, LA, JOP)

7
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1

P=argmin E(P*) =" (F]'— F{(P))”
PreP =1l

[] Poids : permet de discriminer les mesures.

DE(P*) L : DF(P)
CRCIKY b . — F(’ R 2 S —
VEE (L N} Sppt =030 (7 = Fi(P) 55— =0
O Si la relation /' (P*) est linéaire
N .
: 9L (r)
F{(P*) =) AyF; P, = Ay
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0 Minimisation

I N 1
SNS Aw AP =) Ay F
i=1 j=1 =1
I N 1
Z Z Azk Aij P; — Z Azk an
=1 j=1 - ! =l By E]')”
O D’ou
‘BBP = BIy

O Autre vision (cas linéaire uniquement)

N
Vie {l,---, I}, F" = F(PY=>  Ag
=1

<3
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O Autre vision (cas linéaire uniquement) Vie {1,--- I}

B.P =

=D

(1 Opérateur B : non carré (I lignes et N colonnes)
[ Solution approchée :

‘BB.P = 'BF}

——"
carre

0 Inversion

=1l ¢

P

[lss
&

B By
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O valeurs propres de ‘BB : (7> - 712\,
(

[J Valeurs singulieres de B :
0 Notion de conditionnement

cond (é) — >1

[J Probleme linéaire B.z=
yH =ex1

[0 Erreur y+y tel que ‘

60 / 82
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[0 Dans le pire des cas

T = ‘z—/f et B= M
YN 7

[0 Conditionnement
i = cona (8 ‘Hgg_f(
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10 7 8 7
7 5 6 5

A= 8 6 10 9 avec cond (é) = 2084
7T 5 9 10

A1 = 30.29, Ay = 3.86, A3 = 0.84, A4 = 0.01

32 0.1
Y= 23 et y = —0.1
& 33 = 0.1
31 —0.1
1 9.2
1 —12.6
B= 1 et z+z = 45
1 —1.1
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O Si la relation /' (P*) est
O Algorithmes de minimisation

I
E(P) =) (F'=F(P)
=1
O Algorithmes
e Simplex
[0 Algorithmes

e Quasi-newtonnien
» Gradient conjugué

[0 Calcul
e Etat adjoint
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| Identification a partir de la traction simple
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o, (MPa)
(0]

60

50 x—x Traction simple
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0, (MPa)

60
——— Modele Néo-Hookéen

504 —— Modéle de Moonley-Rivlin
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0, (MPa) ,.0n (MPa)

25
204 20
154 104
10
04
5 ——— Modéele Néo-Hookéen
04 -10- —— Modele de Moonley-Rivlin
——— Modéle Néo-Hookéen
27 —— Modele de Moonley-Rivlin 201
-10
-30-]
-15-] /1 /1
2 . . - - - - -40. - - - - - - - ;
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
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0, (MPa)

124 Modéle Néo-Hookéen
—— Modele de Moonley-Rivlin

104

1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5
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o, (MPa)

70
60

——— Modeéle d'Ogden (N=1)
50/ —— Modele d'Ogden (N=2)

—— Modele d'Ogden (N=3)
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0, (MPa) 0, (MPa)
26 0
244 el
?*] — Modéle d'Ogden (N=1) 16] — Modele d'Ogden (N=1)
2001 Modele d'Ogden (N=2) —— Modele d'Ogden (N=2)
181 Modéle d'Ogden (N=3) 41— Modele d'Ogden (N=3)
16 12
14
10
12
10 81
84 6
6
4
44
2 29 ){
0 T T T T T T 0 T T T T T T T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 1 iL/5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
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,.On (MPa)

60

——— Modele de Yeoh

—— Modele d'Arruda-Boyce
——— Modéele de Van Der Waals

50
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2

o, (MPa)

24
224
204
18

——— Modele de Yeoh

—— Modele d'Arruda-Boyce
——— Modéle de Van Der Waals

0, (MPa)
0
18-
16 —— Modeéle de Yeoh
—— Modele d'Arruda-Boyce
14

——— Modele de Van Der Waals

16 124
144
10
124
104 8
8 6
64 4
4
24
* A
0 T T T T T T 0 T T T T T T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5.5
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O Peu d’impact de I

O Identification sur un essai
=

[0 Modéles simples
=

O Attention :
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| Identification a partir de tous les essais
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o, (MPa)
(0]

601  x—x Traction simple

+—— Traction equibiaxiale
50 o—o Traction plane

40

20

104
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0, (MPa)

70

60

- Modele Néo-Hookéen
—— Modele de Moonley-Rivlin

niel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM



0n (MPa) 0, (MPa)
26 30
24
——— Modele Néo-Hookéen 5 2 .

221 - 25] ——— Modele Néo-Hookéen

20+ — Modele de Moonley-Rivlin —— Modéle de Moonley-Rivlin

184

204
164
144
15

12

10-

8- 10

6

4 5+

21 A

0 T T T T T T 0 T T T T T T T

1 L5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4.5 5 5.5
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0, (MPa)
0

60

—— Modele d'Ogden (N=1)
—— Modé¢le d'Ogden (N=2)
—— Modele d'Ogden (N=3)

50
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0, (MPa) 0, (MPa)
26 24
244 22
221 Modéle d'Ogden (N=1) 204 — Modéle d'Ogden (N=1)
2001 —— Modele d'Ogden (N=2) 18] —— Modéle d'Ogden (N=2)
184 —— Modele d'Ogden (N=3) 16] — Modéle d'Ogden (N=3)
16
144
14
124
12
104
10
8 &
6 6
44 a9
2 24 j‘
0 T T T T T T 0 T T T T T T
1 1.5 2 25 3 35 4 45 1 1.5 2 25 3 3.5 45 5.5
Daniel Weisz-Patrault (Ecole des Ponts) MPM

79 / 82



. 0, (MPa)

o Modele de Yeoh

—— Modele d'Arruda-Boyce

50
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o 0, (MPa) ,.On (MPa)
24 )
221 Modéle de Yeoh 16] —— Modele de Yeoh
—— Modele d'Arruda-Boyce 1a] —— Modele d'Arruda-Boyce
12
10
8]
6
4
N )
T3 43 35 & as 1 15 3 T e
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O Peu d’impact de I

O Identification sur tous les essais
=

[] Valider la procédure
—

0 Discriminer :

0 Attention
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